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Równania różniczkowe. Zestaw 3

1. a) Co to znaczy, że problem Cauchy’ego jest jednoznaczny?
b) Ile rozwia̧zań określonych na R ma problem Cauchy’ego{

y′ = 3y
2
3

y(1) = 0 ?

2. Czy przez każdy punkt (t0, y0) ∈ R2 przechodzi jakaś krzywa ca lkowa równania y′ =
y3 + t2? Odpowiedź uzasadnić korzystaja̧c z twierdzenia Peano.

3. a) Sprawdzić, czy funkcja f(t, y) =
√
y + t spe lnia warunek Lipschitza wzglȩdem drugiej

zmiennej.
b) Czy wykresy dwóch różnych rozwia̧zań równania y′ =

√
y + t moga̧ siȩ przecinać w

jakimś punkcie (t0, y0) ∈ R2 (wsk. skorzystać z twierdzenia Picarda)?

4. Sformu lować twierdzenie Picarda o jednoznaczności rozwia̧zania problemu Cauchy’ego.
Czy wykresy dwóch różnych rozwia̧zań równania y′ = y3 + t + 1 moga̧ przecinać siȩ w
jakimś punkcie (t0, y0) ∈ R2? Odpowiedź uzasadnić.

5. Sprawdzić, czy problem pocza̧tkowy y′ = y2 + 1, y(0) = 0 ma rozwia̧zanie określone na
ca lej prostej.

6. Obliczyć dwie pierwsze iteracje Picarda dla problemu Cauchy’ego y′ = t2 + y2, y(0) = 1.

7. Obliczyć trzy pierwsze iteracje Picarda dla problemu Cauchy’ego y′ = et + y2, y(0) = 0.

8. Wyprowadzić wzór na n-ta̧ iteracjȩ Picarda yn(t) i obliczyć jej granicȩ przy n → ∞ dla
problemu Cauchy’ego y′ = 2ty, y(0) = 1.

9. Znaleźć funkcje y : R→ R spe lniaja̧ce równania ca lkowe

a) y(t) =

∫ t

1

e−y(s)ds, b) y(t) = −1 +

∫ t

1

ey(s)

y(s)
ds.

10. Uzasadnić, że y ≡ −1 jest jedynym rozwia̧zaniem problemu Cauchy’ego y′ = t(1 + y),
y(0) = −1.

11. Znaleźć wszystkie rozwia̧zania problemu Cauchy’ego y′ = t
√

1− y2, y(0) = 1.

12. Dla problemu Cauchy’ego y′ =
√
y − 1, y(t0) = y0 dobrać warunki pocza̧tkowe tak, aby

problem mia l a) jednoznaczne rozwia̧zanie, b) nie mia l rozwia̧zania, c) mia l nieskończenie
wiele rozwia̧zań.

13. Ile rozwia̧zań równania spe lnia podany warunek pocza̧tkowy:
a) y′ = 5y4/5, y(1) = 1,

b) y′ = 4|y|3/4, y(1) = −1.

14. Ile rozwia̧zań ma problem pocza̧tkowy:

y′ = f(t, y), y(0) = 1, gdzie f(t, y) =

{
2 dla y < 1
5 dla y ≥ 1

?
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