Pytania kontrolne do wykltadu z algebry
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Liczby zespolone

Podaj definicje iloczynu kartezjariskiego zbioréw. Wyznacz zbior A x B, dla A = (—1,3], B =
{1} U [2,4).

Podaj definicje liczby zespolonej. W jakiej postaci mozna zapisaé liczbe zespolong? Liczbe (—2,2)
zapisz we wszystkich znanych postaciach.

Podaj definicje liczby sprzezonej i wymien wlasnosci sprzezenia.

Podaj dwie wielkosci, ktére geometrycznie charakteryzuja liczby zespolone. Wymien ich wtasnosci.
Zaznacz na plaszczyznie zespolonej zbiory liczb z € C spehiajacych warunki |z —zo| =7, |z — 20| < 1,
r <|z—z| <R, gdzie r, R > 0, zy € C sg ustalone.

Podaj wzory na iloczyn i iloraz liczb zespolonych w postaci trygonometrycznej. Ile wynosi Arg(i—;),
jesli Argz, = %7?, Argzy = %W?

a) Zapisz w postaci algebraicznej liczbe, ktérej modul jest réwny 2, a argument gléwny 7 /6;
b) Zapisz w postaci trygonometrycznej i wyktadniczej liczbe 5 — 5i;
c) Zapisz w postaci algebraicznej liczbe 2(cos % + isin %);

d) Zapisz w postaci algebraicznej liczbe 4e¥;

e) Zaznacz na plaszezyznie zespolonej liczby o module réwnym 3, ktére sa wierzchotkami tréjkata
rownobocznego o srodku w poczatku uktadu wspoétrzednych i podstawie réwnolegtej do osi rzeczy-
wistej.

Oblicz wszystkie potegi o wyktadnikach catkowitych od —4 do 4 liczby 1—\;’5’ i zaznacz ich polozenie na
plaszczyznie zespolonej. Wyjasnij uzyskany wynik za pomoca przedstawienia trygonometrycznego
tej liczby.

Podaj wzér de Moivre’a. Zastosuj ten wzér do obliczenia (—2 — 2i)1°.

. Przedstaw w postaci trygonometrycznej i wykladniczej liczbe z = —+/3 + i i oblicz (—v/3 + )%

dwoma sposobami.
Odgadnij wartosci liczb %! i i=°3. Uzasadnij otrzymany wynik.

Podaj definicje pierwiastka n-tego stopnia z liczby zespolonej. Korzystajac z tej definicji oblicz

V3 +4i.

Odgadujac jeden z pierwiastkéw stopnia 4 z liczby (1 — 44)* wyznacz pozostale i podaj interpretacje
geometryczna zbioru tych pierwiastkow.

Podaj wzory na pierwiastki n-tego stopnia z liczby zespolonej. Wypisz zwiazki miedzy réznymi
pierwiastkami n-tego stopnia z liczby zespolonej z € C\ {0}.

Sprawdz, czy liczba zy = v/3 — i jest pierwiastkiem wielomianu W (z) = 2° — 512.

Ile pierwiastkow ma wielomian zespolony stopnia n € N. Znajdz wszystkie pierwiastki wielomianu
W(z)=2*—1.

Ile rozwiazan ma réwnanie kwadratowe w zbiorze C? Podaj odpowiednie wzory.

3

Jednym z pierwiastkéw wielomianu w(z) = 23 — 2% — 2 — 15 jest liczba z; = —1—2i. Znajdz pozostale

pierwiastki.
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Macierze

Podaj definicje macierzy i wymien trzy dowolne rodzaje macierzy (podaj odpowiednie przyklady).

Czy kazde dwie macierze mozna dodac¢, pomnozy¢? Jesli nie, jakie musza by¢ spelmione warunki,
aby mozna bylo wykona¢ te dzialania?

Jaka macierz nazywamy macierza jednostkowa? Jaka wlasno$¢ ma ta macierz?

Podaj przyktady dwdéch niezerowych macierzy, ktorych iloczyn jest macierza zerowa. Czy podobna
sytuacja moze sie zdarzy¢ w zbiorze liczbowym?

Czy w zbiorze macierzy prawdziwy jest wzér skréconego mnozenia (A + B)(A — B) = A? — B??
Odpowiedz uzasadnij.

Napisz dowolna macierz trojkatna dolna i dowolna macierz tréojkatna gorna, obie czwartego stopnia.
Oblicz ich iloczyn.

Uzupehij wzory (A + B)T = ..., (AB)T = ..., (AT)T = ... (wlasnosci transponowania macierzy).
-1 0
: : -1 2 4 1], 3 2 , L
Na przyktadzie macierzy A = [ 9 9 1 0 ] iB= 9 _3 sprawdz drugi wzor.
2 4

Podaj definicje wyznacznika macierzy stopnia n € R.

Sformutuj twierdzenie Laplace’a o rozwinigciu wyznacznika. Korzystajac z tego twierdzenia oblicz

2 10 3

. . 1 41 -1
wyznacznik macierzy A = 0 20 1
1 -1 1 2

Wymien wiasnosci wyznacznika macierzy. Korzystajac z tych wiasnosci okresl wartos¢ wyznacznika
1 2 3 4

4 3 2 1
1/2 1/2 1/2 1/2
6 4 1 3

3 1 4
Podaj definicje macierzy nieosobliwej. Sprawdz czy macierz A = | —1 —2 3 | jest nieosobliwa.
-3 6 -9

Napisz dowolna macierz tréjkatna gérna piatego stopnia i oblicz jej wyznacznik. Ile jest réwny
wyznacznik dowolnej macierzy tréjkatnej gérnej (dolnej)?

0 11
Podaj definicje macierzy odwrotnej. Sprawdz, czy macierz A = 1 —1 2 | jest odwrotna do
-1 0 2
2 2 1
macierzy B= | 0 —1 2
1 1 =2

Podaj wzor macierzy odwrotnej do macierzy A. Wymien wilasnosci macierzy odwrotnych.

Podaj definicje rzedu macierzy.

Sprawdz, dla jakich a € R rzad macierzy A = jest réwny 2.

—_ = Q
N Q=
G )

Wymien wiasnosci rzedu macierzy i operacje elementarne, ktére nie zmieniaja rzedu.
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Niech A € M,,x»(R). Uzupeij zdanie: rz A =r <= ....

Jaka macierz nazywamy macierza schodkowa? Macierz A = sprowadz do postaci

DO DN
= DN
SO W
CO OO W~
N O Ut

schodkowej i okresl jej rzad.

Uktady rowan lintowych

Jaki uktad nazywamy uktadem m réwnan liniowych z n niewiadomymi? Zapisz ten uktad w postaci
macierzowe;j.

Podaj definicje uktadu jednorodnego i niejednorodnego. Co wiemy o rozwiazaniach ukladu jednorod-
nego?’

Jaki uklad nazywamy ukladem Cramera? Sformutuj twierdzenie o rozwiazaniu tego ukladu.

Sformutyj twierdzenie Kroneckera-Capellego.
Czy ukiad pieciu rownan liniowych z sze$cioma niewiadomymi moze nie mie¢ zadnego rozwiazania?
Czy taki uktad moze mie¢ doktadnie jedno rozwiazanie? OdpowiedZ uzasadnij.

Czy ukiad siedmiu rownan liniowych z szescioma niewiadomymi moze nie mie¢ zadnego rozwiazania?
Czy taki uktad moze mie¢ doktadnie jedno rozwiazanie? Odpowiedz uzasadnij.

W kazdym z ponizszych zdan wybierz poprawna odpowiedz.

A) Jednorodny uktad m réwnan liniowych z n niewiadomymi, ktérego macierz wspétezynnikéw ma
rzad r, ma dokladnie jedno rozwiazanie wtedy i tylko wtedy, gdy a) m =n =r, b) m =n > r, ¢)
m>n=r,d)n>m=r.

B) Jednorodny uktad m réwnan liniowych z n niewiadomymi, ktérego macierz wspétczynnikéw ma
rzad r, jest sprzeczny wtedy i tylko wtedy, gdy a) m =n=r,b)m <n <r,c)m >n >r,d)
n>m>r.

Ile rozwiazan moze mie¢ uklad n réwnan liniowych z n niewiadomymi? Podaj odpowiednie warunki.
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Przestrzenie wektorowe. Przeksztalcenia lintowe

Podaj definicje podprzestrzeni przestrzeni wektorowej V. Sprawdz, czy zbiér wielomianow W =
{w € Rslz] : w(0) > 0} jest podprzestrzenia przestrzeni wektorowej Rs[z].

Podaj przyklady podprzestrzeni wektorowych przestrzeni R? i R3.

Podaj definicje podprzestrzeni generowanej przez zbiér A C V. Niech v; = (1,0,2), vy = (—2,0,4).
Wyznacz Lin({v1}) i Lin({vy, va}).

Czy przeciecie i suma podprzestrzeni V; i V5 przestrzeni wektorowej V' sa takze podprzestrzeniami.
Odpowiedz uzasadnij.

Podaj definicje liniowej niezaleznosci wektoréw. Sprawdz, czy wektory (1,2), (—1,4) € R? sa liniowo
niezalezne.

Sformutuj warunek konieczny i wystarczajacy na to, aby wektory vy, ...,v, € V byly liniowo zalezne.
Uzasadnij, ze zbior wektorow vy, ..., v, € V zawierajacy wektor zerowy jest liniowo zalezny.

Podaj definicje bazy przestrzeni wektorowej. Podaj przyktady baz kanonicznych znanych przestrzeni
wektorowych.

Sformutuj twierdzenie o réwnolicznosci baz. Ile elementéw liczy dowolna baza przestrzeni R™, R, [z],
n € N7 Jakie sa wymiary tych przestrzeni?

Co to sa wspéhrzedne wektora w bazie B? Podaj wspdlrzedne wektora (4,5) w bazie B = {(1,1),(1,0)}.
Sformutuj i uzasadnij twierdzenie o jednoznacznosci przedstawienia wektora w bazie.
Jaki jest warunek na to, by uklad n wektoréw vy, ..., v, tworzyt baze przestrzeni wektorowej R™.

Podaj definicje przeksztalcenia liniowego. SprawdZ, czy L : R? — R? okreslone wzorem L(z,y) =
(2x 4+ y,x — y) jest przeksztalceniem liniowym.

Co to jest jadro i obraz odwzorowania liniowego? Podaj zwiazek miedzy ich wymiarami.
Podaj definicje monomorfizmu, epimorfizmu oraz izomorfizmu.
Sformutuj warunki wystarczajace na to, aby odwzorowanie liniowe byto:

(a) monomorfizmem,
(b) epimorfizmem,

(¢) izomorfizmem.
Wyznacz KerL i ImL dla odwzorowania z pytania 55. Czy to odwzorowanie jest izomorfizmem?

W przestrzeni wektorowej V' = Rj[x] okre$lone jest odwzorowanie L : V — V wedlug wzoru

(L(f))(x) = f"(x)—f(z). Wyznacz macierz tego odwzorowania wzgledem kanonicznej bazy przestrzeni
Rg [l’] .
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Elementy geometrit analityczne)

Podaj definicje iloczynu skalarnego i oméw jego wiasnosci. Jaki jest zwiazek miedzy prostopadioscia
wektoréw a iloczynem skalarnym tych wektoréw?

Oblicz iloczyn skalarny @ o 0, jedli ||@|| = 2, ||v]| = 3, <(u, ¥) = 7/3.
Podaj definicje iloczynu wektorowego. Jaka jest interpretacja geometryczna dhugosci wektora o x o7
Znajdz wektor jednostkowy prostopadly do dwéch danych wektoréw o = (1,2,3) i v = (—1,0,2).

Podaj definicje iloczynu mieszanego wektoréw i, 7,w € R3. Oblicz objetoéé réwnolegloécianu
rozpigtego na wektorach @ = (1,0,2), v = (0,1,3), W = (—1,2,1).



