Rozdzial 13

Zadania egzaminacyjne

Egzamin z algebry liniowej — AiR termin 1 — 03.02.2011

Zadanie 1. Wyznacz sume rozwigzan réwnania:
(8z+1—i)* =27zt = 0.
Zadanie 2. Niech ug = (1,2,1). Rozwazmy odwzorowanie
f:R33v—uyxveR3

gdzie X oznacza iloczyn wektorowy.

a) Uzasadnij, ze f jest endomorfizmem.

b) Wyznacz jadro oraz obraz endomorfizmu f.
Zadanie 3. Rozwazmy dwie macierze:

30 4 10 0
A= 0 -1 o |, B=[o0 -1 1
-2 0 -3 00 -1

a) Sprawdz, czy macierze A i B sa podobne.
b) Wyznacz macierz I + A2 + A*... 4+ A0,
Zadanie 4. Rozwazmy podprzestrzen liniowa

V:{(:z:,y,z)eR3:2x+y—z:O, w—2y—|—z:0}

przestrzeni R3. Wyznacz rzut ortogonalny wektora u = (1, —1,1) na podprzestrzen V. W prze-
strzeni R? przyjmij naturalny iloczyn skalarny.
Zadanie 5. Wyznacz wszystkie wartoéci parametru a € R, dla ktérych macierz
a—1 1 -1
A= 1 1 —a
-1 —a 4

ma tylko nieujemne wartosci wlasne.
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Zadania egzaminacyjne

Egzamin z algebry liniowej — AiR termin 2 — 10.02.2011

Zadanie 1. Na plaszczyznie zespolonej zaznacz zbiér:

{ZG(C:

Zadanie 2. W zbiorze Z = Q\ {1} wprowadzamy dzialanie % okre$lone wzorem a * b = a + b — ab.
Sprawdz, czy struktura (Z, x) jest grupa.

Zadanie 3. Wyznacz macierz Jordana endomorfizmu F : w9 > f — f + [/ € mo.

Zadanie 4. Wyznacz wartosci parametru a € R, dla ktorych uktad réwnan

< arg ! <7r}
arg———5 < — ».
(z +i2)> 4

E

r+y=—a(l+y)
2r4+y=ax —2
2c+ay=1—a

posiada niezerowe rozwiazanie.
Zadanie 5. Wyznacz rzut ortogonalny macierzy

L [1 21
R I

a b c
V—{[b c d].a,b,c,dGR}

2 3
przestrzeni R?*3. Przyjmij iloczyn skalarny [a;;] o [bi;] = > > aijbijs.
i=1j=1

na podprzestrzen

Egzamin z algebry liniowej — AiR termin 3 — 24.02.2011

Zadanie 1. Dnia 10 lutego 2011 roku studenci pierwszego roku jednej z krakowskich uczelni zdawali
pisemny egzamin z algebry liniowej. Kazdy ze studentéow uzyskal inng liczbe punktow. W grupie
zdajacych wprowadzono dwa dzialania: ry, ktére z dwoch oséb wybiera te, ktéra uzyskatalepszy
wynik z egzaminu oraz rg, ktére z dwoch os6b wybiera osobe mtodsza (decyduje numer PESEL).
a) Sprawdz, czy struktura algebraiczna zlozona z powyzszej grupy studentéw oraz dzialania r;

jest grupa?
b) Sprawdz rozdzielno$é dzialania r; wzgledem dzialania rs.

Zadanie 2. Prosta y = ax + b przecina wykres funkcji y = 22° — 22 + 42% + 3z — 7 w pieciu réznych
punktach (z1,y1), (z2,92), (¥3,¥3), (z4,94), (z5,ys5) . Pokaz, ze liczba LLHE2EI3424%Es pje alesy
od parametréw a i b.

Zadanie 3. Niech A € R3*3 bedzie macierza, taka ze

-1 -1
2

1

A+ A=

O O N

0
0
Czy macierz A3 + (A_1)3 jest diagonalizowalna? Odpowiedz uzasadnij.

Zadanie 4. Zbadaj, w zaleznosci od wartosci parametru ¢ € R, wymiar obrazu endomorfizmu
f: R?® = R3 okreélonego wzorem

f@,y,2)=(—22+ (-1—a)y+2z,az —az,—z + (a +a*) y + 2).
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Zadania egzaminacyjne

Zadanie 5. Wyznacz rzut ortogonalny wektora u = (1,2, 3) na podprzestrzen liniowa x +y + 2 =0
przestrzeni R®. Przyjmij naturalny iloczyn skalarny.

Egzamin z algebry liniowej — AiR termin 1 — 03.02.2012

Zadanie 1. Liczby a,b,c € C to pierwiastki wielomianu f (z) = 323 — 1422 + 2 + 62. Oblicz

1 N 1 N 1
a+3 b+3 c+3

Zadanie 2. Niech R}*™ oznacza zbiér macierzy wymiaru n x m o elementach nalezacych do zbioru
R, =R\ {0}. W zbiorze R?*™ wprowadzamy dzialanie o okreslone wzorem:

air v Gim bir -+ bim aitbin - aimbim

Gp1 - OGnm bnl e bnm anlbnl e anmbnm

Czy struktura (R?*", o) jest grupa abelowa? OdpowiedZ uzasadnij.
Zadanie 3. Sposréd rozwiazan réwnania

(2° —27i) (2 = (3+i)z+2+2i) =0

wybierz te, ktore naleza do zbioru {Z eC:0<Argz < %} .
Zadanie 4. Rozwazmy odwzorowanie liniowe L : R? — R3 postaci

L(2,y,2) = (x + 2,32 + 22, 2) .

Czy istnieje baza przestrzeni R3, w ktorej macierz A, odwzorowania L jest diagonalna? OdpowiedZ
uzasadnij; w przypadku pozytywnej odpowiedzi wyznacz te baze.
Zadanie 5. W przestrzeni R3*3 iloczyn skalarny s okreslono wzorem:

3 3
s (lais] b)) = D ) aujbi;.
i=1 j=1

Wyznacz rzut ortogonalny wektora

<

Il
— o O
SN O
S O W

na podprzestrzen V = {A ER>3: A= AT}.

Egzamin z algebry liniowej — AiR termin 2 — 09.02.2012
Zadanie 1. Niech
50 1 1
A= 2 6 -2 |, uy = 0
-1 0 7 -1

W zbiorze V = {v € R®: (A — 6I) v = 0} wprowadzamy dzialanie ® okreslone wzorem
v ® vy = (ug X v1) — (V2 X ug),

gdzie x to iloczyn wektorowy. Sprawdz czy: a) dzialanie ® jest wewnetrzne w zbiorze V; b) dzia-
lanie ® jest przemienne; c) dzialanie ® posiada element neutralny. Czy struktura algebraiczna

(V,®) jest grupa?
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Zadania egzaminacyjne

Zadanie 2. Rozwiaz rownanie

2

(432 (gin%+z‘cos§)z+1+z‘) 42 =0
ze wzgledu na niewiadoma z € C.

Zadanie 3. Znajdz rozwigzania ponizszego uktadu réwnan

2r4+y—z+t=1
y+3z—-3t=1
r+y+z—t=1

Zadanie 4. Wyznacz wszystkie wartosci parametru a € R, dla ktérych macierz

1 — a?
1

00
A=11 0 1+a?
01 -1
jest diagonalizowalna.
Zadanie 5. Na rzeczywistej przestrzeni liniowej V:

V = span {sin z, cos z, x sin x, x cos = }

okres§lono odwzorowanie liniowe £ : f — f + f'. Wyznacz ker £, Im £ oraz sprawdz, czy jest
to endomorfizm na V; w przypadku pozytywnej odpowiedzi wyznacz réwniez jego rzeczywiste
wartosci wlasne.

Egzamin z algebry liniowej — AiR termin 8 — 24.02.2012

Zadanie 1. Sprawdz, czy zbior G = {(t, 2t) 1t e R} wraz z dzialaniem

h((z1,y1), (x2,y2)) = (1 + 22 + 2,4y12)

tworzy grupe. Czy jest to grupa abelowa?

Zadanie 2. Rozwiaz réwnanie 26 — 223 + 2 = 0 ze wzgledu na niewiadoma z € C.

Zadanie 3. Sposréd wielomianéw vy (z) = 23 + 222 + 2 — 1, vo (x) = 22% + 422 — 2 — 2, v3 (2) = =,
vy () = 23 4+ 222 + 2 + 1 wyznacz te, ktére sa liniowo niezalezne; nastepnie uzupeij je do bazy
przestrzeni wielomianéw stopnia co najwyzej cztery.

Zadanie 4. Czy macierze

1 2 3 1 0 0
A=102 2|, B=|[2 2 0
0 0 -1 3 2 -1

sg podobne? Odpowiedz uzasadnij; w przypadku pozytywnej odpowiedzi wyznacz macierz ustala-
jaca to podobienstwo.

Zadanie 5. Wyznacz dtugos$é wektora @ , gdzie A to punkt w ktérym prosta [ : %‘1 =y+1= 256
przecina plaszczyzne 7 : 4 (x + 1) + 2y + 62 = 0, a B to rzut ortogonalny, w sensie naturalnego
iloczynu skalarnego przestrzeni R3, wektora u = (1, —1,6) na plaszczyzne 2z +y + 3z = 0.
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Zadania egzaminacyjne

Egzamin z algebry liniowej — AiR termin 1 — 01.02.2013

Zadanie 1. Wyznacz sume oraz iloczyn wszystkich elementéw zbioru *°8/1 + i.
Zadanie 2. Dla jakich wartoéci parametru p € R uktad réwnan

r+ply+z =-p
x+y—pz =p°
y+z =1

ma dokladnie jedno rozwigzanie? Zbadaj liczbe jego rozwigzan w pozostatych przypadkach.
Zadanie 3. Wyznacz wszystkie wartoéci parametru a € R dla ktérych funkcja

1" 1 20 -4 1
@:R39(:U1,:L‘2,333)—> T2 -2 a-—1 0 o | €R
T3 2a 0 2—a T3

przyjmuje jedynie wartosci nieujemne.
Zadanie 4. Wyznacz rzut ortogonalny wektora u = (1,0,0) na podprzestrzen liniowa

V:{(;U,y,z)6R3:x—l—ﬁy—z:O,—x—|—2y+z:0,3x—|—2y—3z:0}.

W przestrzeni V' przyjmujemy naturalny iloczyn skalarny przestrzeni R3.
Zadanie 5. Niech A € R?*2. Uzasadnij, ze jezeli dla pewnej liczby naturalnej n zachodzi A™ = g2,
to A2 = 02><2.

Egzamin z algebry liniowej — AiR termin 2 — 08.02.2013

Zadanie 1. Uzasadnij, ze punkty (a1,b1), (ag,b2), (a3, bs) stanowia wierzcholki tréjkata réwnobocz-
nego o srodku w punkcie (0,0) wtedy i tylko wtedy, gdy ich wspélrzedne spelniaja nastepujace
warunki:

ar+as+a3=0 aias + ajas + asag — biby — b1bg — bobg =0

b1 +ba+b3=0 a1by + asby + aibs + asby + agbs + asby =0

Zadanie 2. Rozwiaz réwnanie (z 4+ a)3 = i ze wzgledu na niewiadomg z € C; nastepnie zaznacz na
plaszczyznie zespolonej te wartosci parametru a € C, dla ktérych rozwiazania te naleza do zbioru
{zGC:§<Argz<7r}.

Zadanie 3. Oblicz odlegto$¢ punktu przeciecie si¢ prostych

r=1+2t r=1+1
l1: Yy=—1 Iy : y=-3+1, teR
z=4— 3t z=3—1t

od podprzestrzeni liniowej V C R? rozpietej przez wektory u; = (1,0,1), uz = (2,1,0).

Zadanie 4. Rozwazmy endomorfizm F : m > f — f(0) + f(1)x + f(=1)2? € mo, gdzie m to
rzeczywista (tj. nad cialem R) przestrzen wielomianéw rzeczywistych stopnia nie wigkszego niz dwa
z naturalnymi dziataniami dodawania wielomianéw i mnozenia wielomianu przez skalar. Sprawdz,
czy endomorfizm F jest diagonalizowalny; w przypadku pozytywnej odpowiedzi wyznacz dla niego
baze Jordana przestrzeni ms.

Zadanie 5. Rozwazmy baze przestrzeni R? v; = (1,0,2),v2 = (—1,1,0),v3 = (1,1,1) ortonormalna
wzgledem iloczynu skalarnego s. Wyznacz kat, wzgledem tego iloczynu skalarnego, pomiedzy
wektorami u = (1,2,3) oraz w = (1, 1,4).
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Zadania egzaminacyjne

Egzamin z algebry liniowej — AiR termin 8 — 19.02.2013

Zadanie 1. Niech T3 oznacza zbiér macierzy tréjkatnych gérnych wymiaru 3 x 3 z jedynkami na
przekatnej. Sprawdz, czy struktura algebraiczna (73, -) jest grupa; dzialanie - to iloczyn macierzy.

Zadanie 2. Sprawdz, czy macierz
1

9
A=| -1 4
-1 5

= w o

jest diagonalizowalna.
Zadanie 3. Wyznacz wektory wtasne endomorfizmu

Fimys f(z) = —f (@) + f (x) — " (2) + [ (0) € ms,

gdzie Ty to rzeczywista przestrzen wielomianéw stopnia nie wiekszego niz dwa z naturalnymi dzia-
laniami dodawania wielomianéw i mnozenia wielomianu przez skalar.

Zadanie 4. Wielomian charakterystyczny macierzy A ma posta¢ 4 (A) = —A3 —3A\2 + X 4+ 2. Oblicz
wyznacznik macierzy A3 + A%2 — A — 1.

Zadanie 5. Sposréd wektorow

vy = (1,3,1,—1),v9 = (2,4,0,—6) ,v3 = (0,2,2,4) ,u4 = (0,1, -1, =5)
wybierz baze rzeczywistej przestrzeni wektorowej
V= {(a:,y,z,w) €R4:x+y—32+w:0,2x—y+z:0};
nastepnie uzupetnij ja do bazy przestrzeni

W= {(z,y,z,w) e R*: 3z — 22 + w =0} .

Egzamin z algebry liniowej — AiR termin 1 — 04.02.2014

Zadanie 1. W zbiorze K = (0, +00) wprowadzamy dziatania:
a®b=ab, a®b=a"?,

Sprawdz, czy struktura algebraiczna (K, ®,®) jest ciatem.
Zadanie 2. Rozwigz réwnanie ze wzgledu na niewiadoma z € C:

APt (1-i)z4+i-1=0.
Zadanie 3. Rozwazmy odwzorowanie liniowe
f:R3> (z,y,2) = (—x + 32, -3z — 4y — 32,92 + 52) € R>.
Sprawdz, czy istnieje baza przestrzeni R? zlozona z wektoréw wiasnych endomorfizmu f; w pray-

padku pozytywnej odpowiedzi, wyznacz jego macierz w tej bazie.
Zadanie 4. Czy odwzorowanie f : w3 — mo okreslone wzorem

fFloy®)=t+1)"(t-1)+¢ (t+1)

jest liniowe? Jezeli tak, wyznacz jego jadro oraz obraz.
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Zadania egzaminacyjne

Zadanie 5. Wyznacz rzut ortogonalny (w sensie naturalnego iloczynu skalarnego przestrzeni R3)
wektora u = (2,1, 2) na podprzestrzen liniowa

V:{(:z:,y,z)€R3:—x+8y—\/§z:0,2\/§y—220}.

Egzamin z algebry liniowej — AiR termin 2 — 11.02.2014

Zadanie 1. Przedstaw graficznie zbiér tych parametréw a € C dla ktorych wszystkie rozwigzania
roOwnania
24+2(a+i)z+a®>+2a—1—i=0

naleza do zbioru {z €eC:—rm<Argz<—-5§.
Zadanie 2. Wyznacz baze Jordana przestrzeni mo dla endomorfizmu F' : w9 — 7o okreslonego wzorem

F:at> + bt +c— (4a +4b) > + (20 — 2c + a) t + a + 2b + 2c.

Zadanie 3. Suma wyrazéw w kazdym wierszu macierzy A € R™*" jest réwna s. Uzasadnij, ze s jest
wartoscig wlasng macierzy A oraz wyznacz odpowiadajacy tej wartosci wlasnej wektor wiasny.
Zadanie 4. Rozwazmy dwie bazy przestrzeni m,:

e: {60:1,61:1+x,eg:m+x2,63:x2+w3,...,en:wnfl—i—w"}

oraz
€: {50 =z eg=a2"+1,¢e :x”+x,€3::E"+:E2,...,En::n"+:n"_1}.

Wyznacz macierz P~1, gdzie P oznacza macierz przejécia od bazy e do bazy €.
Zadanie 5. Wyznacz odlegtos$¢ prostej [ od plaszczyzny w, jezeli

rx=1+4+2t r=1+t+s
l:g y=—14+t ,teR, T y=-2+t—2s , t,seR.
z=t z=3+4+2t—s
Egzamin z algebry liniowej — AiR termin 3 — 18.02.201/

Zadanie 1. Wyznacz liczbe tych elementéw zbioru *°8/20144, ktére naleza réwniez do zbioru
™ T
{ZE(C:Z<Argz<§}.

Zadanie 2. Sprawdz, czy macierz

3 -4 4
A= -2 1 =2
-4 4 =5

jest diagonalizowalna; nastepnie wyznacz macierz A%014,
Zadanie 3. Wyznacz te wartoéci parametru a € R, dla ktérych macierz

4 l—-a -2
A= 1 -« 1 o
-2 o 4

ma jedynie nieujemne wartosci wlasne.
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Zadania egzaminacyjne

Zadanie 4. Wyznacz baze jadra oraz baze obrazu odwzorowania liniowego
F:R33 (z,y,2) = (x4+y—22y—2z,0—y+23z) € R
Zadanie 5. W przestrzeni 7y iloczyn skalarny o okreslono wzorem
(a1t2 + b1t + 61) o (a2t2 + bot + 02) = ajag + b1ba + c1ca.
Wyznacz rzut ortogonalny wielomianu u (t) = (¢ — 1)? na podprzestrzen

V ={f € my : f-funkcja parzysta} .

Egzamin z algebry liniowej — AiR termin 1 — 03.02.2015

Zadanie 1. Zaznacz na plaszczyznie zespolonej ponizsze zbiory:
a) A= {z € C:Re(z%) — |2|* Im (2%) < 0}

b) B:{ZEC:—% < Arg {(z—iz)z} <0}

Zadanie 2. Niech A bedzie macierza kwadratowa o elementach rzeczywistych.
a) Oblicz det(2A) wiedzac, ze det(3A) = 54 oraz det(4A) = 128.
b) Jakie wartoéci moze przyja¢ wyznacznik macierza A, jezeli

AT (AATY 1 (AAT)T — (det A2) [(det A) AT = 0.

Zadanie 3. Wyznacz te wartosci parametru a € R, dla ktérych podany ukltad réwnan ma niezerowe

rozwiazanie:
ar+y+z=1
20 —y+32=0
3r+4z=a

Zadanie 4. Wyznacz, o ile istnieja, te wartosci parametrow a,b € R dla ktérych macierze

3 a—-1 b 1 -2 0
A= -6 3 -5 |, B=| -1 a -1
—4 2 -3 1 1 2
sg podobne.
Egzamin z algebry liniowej — AiR termin 2 — 10.02.2015

Zadanie 1. Liczba sg = 1 + /2 jest jednym z rozwiazai réwnania
s9 —25° + 55" — 4s% + 85 — 4s + 6 = 0.

Wyznacz pozostale rozwiazania tego réwnania oraz wybierz spoéréd nich te, ktére naleza do zbioru
{zGng<Argz§7r}.

Zadanie 2. Wyznacz rzut ortogonalny, w sensie naturalnego iloczynu skalarnego przestrzeni R?, wek-
tora (1,1,1) na jadro odwzorowania liniowego

F:R35 (z,y,2) = (y—2x + 2,y — 2z, — 2y + z) € R3.

97



Zadania egzaminacyjne

Zadanie 3. Zbadaj liczbe rozwigzan uktadu réwnan

r—ay+z=1
—2r—-—y—z=1
20—y =2

—r—ay—2z=2

w zalezno$ci od wartosci parametru a € R.
Zadanie 4. Niech A € R3*3 bedzie macierza postaci

-1 -1 0
A= 2 1 1
1 1 0
(a) Sprawdz, czy macierz A jest diagonalizowalna.
(b) Wyznacz A2°%5.
Egzamin z algebry liniowej — AiR termin 3 — 26.02.2015
Zadanie 1.
(a) Rozwiaz réwnanie w zbiorze liczb zespolonych: z3 = —8z.

(b) Zaznacz na plaszczyznie zespolonej liczby zespolone z spelniajace warunek |22 + 4’ > |z — 21].
Zadanie 2. Wyznacz macierz X spelniajaca réwnanie

A+ BT(XT) A= [AT (A +B) ' +1)]".

Zadanie 3. Rozwazmy cztery punkty A(0,1,0), B(—1,2,1), C(1,0,1), D(1,—1,1). Wyznacz odle-
glo$é pomiedzy prostymi l[4p oraz lcp przechodzacymi odpowiednio przez punkty A, B oraz C, D.
Zadanie 4. Wyznacz te wartosci parametru a € R, dla ktérych macierz

1 l1—a 1
A= 1—a a 2
1 2 1

ma jedynie nieujemne warto$ci wlasne.

Egzamin z algebry liniowej — AiR termin 1 — 29.01.2016

Zadanie 1. Niech zg, z1, . .., z4 beda pierwiastkami algebraicznymi stopnia 5 z 32. Oblicz
4 2
S (20— 2l
k=0

Zadanie 2. Wielomian ¢4 (1) = —23 + 422 + 22 — 1 jest wielomianem charakterystycznym macierzy
A. Wyznacz wielomiany charakterystyczne macierzy: a) 24 — I, b) (A + 20T, c) AL

Zadanie 3. Niech
a

b 0

A=1b 5 2 |,uu=0,1,-1".
b —1 4

Wyznacz te warto$ci parametréw a, b € R, dla ktorych wektor v; jest wektorem wiasnym macierzy

A. Nastepnie sprawdz, czy otrzymana macierz jest diagonalizowalna.
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Zadania egzaminacyjne

Zadanie 4. Rozwazmy przestrzen R? z iloczynem skalarnym o okreglonym wzorem

2 -1
T
Toy==x <_1 9 )y.

Wyznacz rzut ortogonalny (w sensie iloczynu skalarnego o) wektora u = (1,3)” na podprzestrzen
liniowa rozpieta przez wektor e = (1, 1)T.

Egzamin z algebry liniowej — AiR termin 2 — 05.02.2016
Zadanie 1. Wiedzac, ze z jest liczba zespolong o argumencie gléwnym o € (g,ﬁ) oraz o module
Zin) 23
|z| > 1, znajdz argument gtéwny liczby zespolonej (l_llzgfg )
Zadanie 2. Wektory y,vs9,vs,...,v, € R™ tworza baza przestrzeni R", ortogonalng w sensie natu-

ralnego iloczyny skalarnego o przestrzeni R™ (tj. v ow = vTw). Niech x € R" bedzie dowolnym

niezerowym wektorem.

(a) Pokaz, ze wektory x,vs,vs, ..., v, sa wektorami wlasnymi macierzy zy’ oraz wyznacz odpo-
wiadajace im wartosci wlasne.

(b) Wykaz, ze det (I, —zy’) =1 —y’x.

Zadanie 3. Wyznacz liczbe rozwiazan ukladu réwnan

r+2y—z+2w=1
20 +4y+z2—-2w=2
—r—2y—2z+4dw=1

Zadanie 4. Zbadaj okreslonoéé formy kwadratowej ¢ (z,y, z) = 222 — 22z + 2y — 2yz + 22,

Egzamin z algebry liniowej — AiR termin 3 — 17.02.2016

Zadanie 1. Czy zbior liczb niewymiernych z dotaczona liczbg 1, z naturalnym dzialaniem mnozenia
liczb tworzy grupe? OdpowiedZ uzasadnij.
Zadanie 2. Rozwazmy odwzorowanie liniowe

F:myoar® +ba*+cx+d— (a+b—c)a’+ (20 +d)z+2c—bE .

Wyznacz rzut ortogonalny wielomianu v (z) = 22 4+ 2z + 2 na podprzestrzen Im F' (tj. na obraz
. . L 1
odwzorowania F') przestrzeni my wyposazonej w iloczyn skalarny (f,g) = [, f (z) g (z) dx.
Zadanie 3. Wyznacz sume wszystkich liczb zespolonych z spetlniajacych réwnanie

= (—2 v 2\/51') Z.

Zadanie 4. Wykorzystujac postaé¢ Jordana macierzy A = ( 2 [1) ) wyznacz cztery rézne macierze
B spelniajace réwnanie B = A.

Egzamin z algebry liniowej — AiR termin 1 — 31.01.2017

Zadanie 1. Czy zbiér G = {A € R"*" : |det A| = 1} z dzialaniem mnozenia macierzy tworzy grupe?
Czy jest to grupa abelowa? Odpowiedzi pozytywne uzasadnij, negatywnag poprzyj stosownym
przyktadem.

Zadanie 2. Czy kazda macierz A € C2*2 spelniajaca réwnanie (A — I)? (A + 2I) = 0 jest diagonali-
zowalna? Odpowiedz uzasadnij.

99



Zadania egzaminacyjne

Zadanie 3. Wyznacz te wartosci parametru a € R, dla ktérych obraz Im f odwzorowania liniowego

f:RYs (z,y,2,w) = (x+ay — 2,20 — 2y + aw,x —y —w) € R3
tworzy plaszczyzne w R3.

Zadanie 4. W przestrzeni R?*? iloczyn skalarny zdefiniowano wzorem Ao B = tr (ATB) , gdzie tr (+)

oznacza $lad macierzy. Wyznacz rzut ortogalny macierzy I» (tj. macierzy jednostkowej wymiaru
2 x 2) na podprzestrzen liniowa rozpieta przez macierze

0 1 0 —1
E1_<1 o)’ E2_<1 0 )

Egzamin z algebry liniowej — AiR termin 2 — 07.02.2017

Zadanie 1. Wykorzystujac wzory Viete’a, znajdz wszystkie rozwiazania uktadu réwnan

rT+Yy+z=-1—1
zy+zz+yz=2+1¢ , wktéorym z,y,z € C.
Yz = —2

Zadanie 2. Wyznacz macierz A € R3*3 o0 wartoéciach wlasnych A\; = 1, Ao = —1 oraz A3 = 0, ktérym
odpowiadaja wektory wltasne

oy, = (L, L, DT, uy, = (1,0,1)7, wy, =(1,-1,0)7.

W rozwiazaniu wykorzystaj postaé¢ Jordana poszukiwanej macierzy.
Zadanie 3. Wyznacz te wartosci parametru a € R, dla ktorych nieréwnosé

1 1 a 2
T < T
v (1 _a>x/y 2 a )Y

jest prawdziwa dla wszystkich z,y € R2.
Zadanie 4. Niech v, w € R3 bedg wektorami spetniajacymi warunek vov = wow = 1, vow = %, gdzie

o oznacza naturalny iloczyn skalarny w R3. Wyznacz ortonormalna baze podprzestrzeni liniowej
rozpietej przez wektory v oraz w.

Egzamin z algebry liniowej — AiR termin 3 — 15.02.2017

Zadanie 1. Znajdz wszystkie liczby naturalne n, dla ktérych dokladnie dwa rozwiazania réwnania
2" =1 + /3 naleza do zbioru {z eC:0< A Argz < g} Wyznacz te rozwigzania.

Zadanie 2. Punkt zy € X nazywamy punktem stalym odwzorowania f: X — X jezeli f (z¢) = xo
Wyznacz wszystkie punkty state odwzorowania

f:R33 (x,y,2) = 2+ 2,2 +y — 32, —x + 3y + 2) € R3.

Zadanie 3. Wyznacz te wartosci parametru a > 0, dla ktérych macierz

2 a 1l+a
A= 1 3 -1
-1 a 4

jest diagonalizowalna.
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Zadanie 4. Niech A, B € R"*". Oblicz:
(a) det (A + B) wiedzac, ze det BT A = 2 oraz det (B~! + A7!) = —3;
(b) det (ATB~! —I) wiedzc, ze det (BT — A) =5, det (—B) = — det B # 0 oraz B* = B.

Egzamin z algebry liniowej — AiR termin 1 — 29.01.2018

Zadanie 1. Liczby a,b,c € C to pierwiastki wielomianu f (z) = 2® — (1 —i) 2% — x —i. Wyznacz

Re (w) , gdzie
a b " 2018

Zadanie 2. Wiadomo, na podstawie twierdzenia Cayleya—Hamiltona, ze wielomian charakterystyczny
macierzy kwadratowej jest jej wielomianem zerujacym. Wykorzystujac ten fakt uzasadnij, ze dla
dowolnej macierzy A € R?*? oraz dla dowolnej liczby naturalnej n istnieja liczby oy, 3, € R, dla
ktérych A™ = ap A + Bnls.

Zadanie 3. Sprawdz, czy istnieje baza przestrzeni my (tj. wielomianéw rzeczywistych stopnia nie
wiekszego niz 2), w ktérej macierza endomorfizmu

F:msar’+br+c— (2a—b)x? +2bx+2c+bem

jest macierz

Odpowiedz uzasadnij.
Zadanie 4. Zbadaj liczbe rozwiazan uktadu réwnan

2 a—1 2 2
2 2 2 T = a
-1 1 a -1

w zaleznosci od wartosci parametru a € R.

Egzamin z algebry liniowej — AiR termin 2 — 05.02.2018

Zadanie 1. Liczby 21, 29, 23, 24 to pierwiastki algebraiczne czwartego stopnia z liczby z = 20 4 183.
Wyznacz

w=(1—-2)"+ 1 —2)2+ (1 —23)% + (1 —2)°.

Zadanie 2. Niech a # b beda dowolnymi elementami. W zbiorze F = {f1, fo}, gdzie f1, fo to funkcje
prowadzace z {a,b} w {a,b} postaci

a, dlaxz=a _J b dlaz=a
fl(m):{b, dlaz=50 "’ fQ(””)_{a, dag=5b °

wprowadzamy dzialanie o sktadania odwzorowan, tj. (fog)(x) = f(g(x)). Sprawdz, czy struk-
tura algebraiczna (F,o) jest grupa abelowa.

Zadanie 3. Wyznacz baze Jordana przestrzeni m (tj. wielomiandéw rzeczywistych stopnia nie wiek-
szego niz jeden) dla endomorfizmu

F:m>ar+b— Ba—b)x+a+becm.

Sprawdz poprawno$¢ wyniku poprzez wyznaczenie macierzy reprezentujacej endomorfizm F' w uzy-
skanej bazie.
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Zadanie 4. Wyznacz rzut ortogonalny (w sensie naturalnego iloczynu skalarnego przestrzeni R3)
elementu u = (6, 2, —4)T na podprzestrzen liniowa rozpieta przez wektory

U1 = (Za 07 _1)Ta V2 = (1> _53 2)T .

Egzamin z algebry liniowej — Automatyka i robotyka termin 3 — 12.02.2018

Zadanie 1. Niech a € R oraz n € N. Podane liczby zespolone zapisz w postaci trygonometrycznej:

z1 = (cosa+isina)”, 29 = (cosa—isina)”,

z3 = (sina+icosa)”,  z4= (sina—icosa)”.

Zadanie 2. Sprawdz, czy podane macierze sa podobne

31 1 2 0 0
A= -1 1 -1 |, B=[o020];
0 0 2 00 2

w przypadku pozytywnej odpowiedzi wyznacz macierz P dla ktérej A = PBP~!.

Zadanie 3. Wyznacz wszystkie miejsca zerowe wielomianu ¢ (z) = 2% + 1; nastepnie przedstaw go
jako iloczyn wielomianéw rzeczywistych stopnia co najwyzej drugiego.

Zadanie 4. Niech A € R?*3 bedzie macierza postaci

1 0 1
A= 2 2041 3a
-1 a a+1

Wyznacz zbiér tych parametréw a € R, dla ktérych funkcja ¢ : R® 3 2 — 27 Az € R przyjmuje
jedynie wartosci nieujemne.

Egzamin z algebry liniowej — Automatyka i robotyka Termin 1. — 31.01.2019

Zadanie 1. Liczby s1, s2, s3, s4 to pierwiastki wielomianu
f(s)=—st+1+414)s3+is+ 1.
Zaznacz na plaszczyznie zespolonej zbiér liczb A € C spelniajacych warunek
Shor A sl < Sy N+ s
Zadanie 2. Wyznacz te wartosci parametru a € R, dla ktorych zbiér
{AeRY™:detA=a}

z dzialaniem mnozenia macierzy tworzy grupe.

Zadanie 3. Rozwazmy endomorfizm f : R? 3 (z,y, 2) — (ax +vy,2y,bz —y) € R3, gdzie a,b € R to
nieznane parametry. Dobierz je w ten sposéb, aby endomorfizm f posiadal jedng potrdjna wartosé
wlasna; nastepnie sprawdz, czy jest on wéwczas diagonalizowalny.

Zadanie 4. W przestrzeni w3 (7 — przestrzen wielomianéw rzeczywistych stopnia co najwyzej k)
wprowadzamy iloczyn skalarny

(f,9) =4S ™ (0) g™ (0),

gdzie h®) oznacza k-ta pochodna h, h(®) = h. Wyznacz rzut ortogonalny elementu u (x) = (z + 1)3
na podprzestrzen ms.
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Egzamin z algebry liniowej — Automatyka i robotyka Termin 2. — 06.02.2019

2019

Zadanie 1. Sprawdz, czy zbior rozwiazan réwnania s =1 z dziataniem

h(s1,s2) = 5152

tworzy grupe.

Zadanie 2. Niech f : R® 3 (z,y,2) — (az +y,2y,bz —y) € R®. Wyznacz te wartoéci parametréw
a,b € R, dla ktérych endomorfizm f jest diagonalizowalny.

Zadanie 3. Wyznacz bazy ortonormalne (w sensie naturalnego iloczynu skalarnego w R3) jadra oraz
obrazu endomorfizmu z poprzedniego zadania. Przyjmij a = b = 0.

Zadanie 4. Punkt zp € X nazywam punktem stalym odwzorowania f : X — X jezeli f (xzo) = xo.
Zbadaj liczbe puntéw statych odwzorowania

fiR3 S (z,y,2) > 2e+(a—1)y+22+ 12—y, 22+2y+ (a+1)z—2) € R

w zaleznosci od wartosci parametru a € R.

Egzamin z algebry liniowej — Automatyka i robotyka Termin 3. — 14.02.2019

Zadanie 1. ZnajdZ wszystkie liczby zespolone z spelniajace warunek 23 |z| = (4 — 41/3i)z.
Zadanie 2. Wyznacz, o ile istnieje, macierz o wektorach wtasnych

v1 = (2,1, )7 v =(=1,1,0)" v = (3,0,1)7.

Ile jest takich macierzy?

Zadanie 3. Rozwazmy uklad réwnan liniowych Az = b, gdzie A € R?*2 oraz b € R?. Niech wy oraz
w1, we oznaczaja wyznacznik macierzy A oraz wyznaczniki macierzy powstalych z macierzy A
przez zastapienie odpowiednio jej pierwszej i drugiej kolumny wektorem b. Co wiemy o liczbie
rozwigzan uklad rownan Az = b, jezeli wq = w1 = we = 07 Odpowiedz uzasadnij; podaj stosowne
przyktady.

Zadanie 4. Zbadaj okreslonos¢ formy kwadratowej

¢ (z,y,2) = 2% + dzy + 222 + 5y* + 2yz + 322,

nastepnie wyznacz liczbe rozwiazan réownania ¢ (z,y, 2) = a w zaleznosci od wartosci parametru
a € R.

Egzamin z algebry liniowej — Automatyka i robotyka Termin 1. — 81.01.2020

Zadanie 1. Sprawdz, czy zbiér liczb calkowitych Z z dziataniem z xy = (—=1)"y + (=1)” z two-
rzy grupe. Nastepnie, wykorzystujac wlasnosci struktury (Z,*), znajdz rozwiazania calkowite x
réwnania ((2*x) —z) xx = 0.

Zadanie 2. ZnajdZ baze Jordana przestrzeni m; (tj. wielomianéw stopnia co najwyzej pierwszego)
dla endomorfizmu F': w1 3 ¢ (z) = ¢' (1) + 3¢ (0) + (¢ (5) — 2 (0)) x € m1. Sprawdz poprawnosé
wyniku, wyznaczajac macierz endomorfizmu F' w tej bazie. Czy endomorfizm F' jest diagonalizo-
walny?

Zadanie 3. Zbadaj okreslonoéé formy kwadratowej ¢ (r,y, z) = 22 + 4oy + (a + 4) y? — 2ayz + 2a2>
w zalezno$ci od wartosci parametru a € R.

Zadanie 4. Wyznacz rzut ortogonalny elementu v = (1,1, 1, 1) na obraz odwzorowania liniowego

¢ :R*> (z,y,2) = (0,z +y,2z — 2y + 2,0) € RY;

w przestrzeni R* przyjmij naturalny iloczyn skalarny.
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Egzamin z algebry liniowej — Automatyka i robotyka Termin 2. — 07.02.2020

Zadanie 1. Znajdz wszystkie rozwiazania z € C réwnania 2°—(ctg  + i)*z = 0, w ktérym 3 € (0, 7).
Zadanie 2. Czy kazda macierz A € C**4 spetniajaca warunek

rank (A+ 1) =rank (A —1) =2

jest diagonalizowalna? OdpowiedZ uzasadnij; w przypadku, gdy jest ona pozytywna wyznacz A2020,
Zadanie 3. Wielomian o4 (\) = —A3+3X—1 jest wielomianem charakterystycznym pewnej macierzy
kwadratowej A. Oblicz wyznacznik oraz $lad macierzy —A% + A% + 34 — I.
Zadanie 4. Wyznacz te wartoéci parametru a € R, dla ktérych nieréwnosé

(z+y)° + (z —y)* > azvy

jest spelniona przez wszystkie liczby ,y € R spelniajace warunek 22 4 y? > 0.

Egzamin z algebry liniowej — Automatyka i robotyka Termin 8. — 13.02.2020

Zadanie 1. Znajdz wszystkie rozwiazania réwnania (z — i) + (Z +4)® = 0 oraz zaznacz na plasz-
czyznie zespolonej te sposréd nich, dla ktérych § < Argz < 3.
Zadanie 2. Znajdz, dla macierzy
-1 2
A=
(0 1)

jej rozktad na iloczyn macierzy P-.J4-P~!, gdzie J4 to macierz Jordana, a P macierz nieosobliwa.
Nastepnie, wykorzystujac ten rozklad, wskaz cztery rézne macierze B € C2*? spelniajace warunek
B% = A.

Zadanie 3. Wyznacz baze jadra oraz baze obrazu odwzorowania liniowego

F:m 3 @(x) = 2 (0) 4+ 220 (1) € mo;

Ty, oznacza przestrzen wielomianéw rzeczywistych stopnia co najwyzej n.
Zadanie 4. Wyznacz rzut ortogonalny u* wektora u = (3,4, —1) na podprzestrzen liniowa

{(z,y,2) €R3:z:0}.

Jaka interpretacje geometryczng ma wielko$é ||u — u*||? W przestrzeni R? rozwazamy naturalny
iloczyn skalarny.

Eqgzamin z algebry liniowej — Automatyka i robotyka Termin 1 — 04.02.2021

Zadanie 1. W zbiorze G = {X € R"*" : det (X — I,,) # 0} wprowadzamy dzialanie
h:GxG>(A,B)— A+ B— AB € R™".

(a) Uzasadnij, ze dzialanie h jest wewnetrzne w zbiorze G.
(b) Wykaz, ze dla dowolnej macierzy A € G jedynym rozwiazaniem réwnania

h(X,A) =2I,

jest X =1, — (A— In)_l. Czy rozwiazanie to nalezy do zbioru G?7
Zadanie 2.
(a) Zaznacz na plaszczyznie zespolonej zbidr

{2 €C:m < Arg(—iz®) <2r oraz 5 <|(3+4i)z| <10}.
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(b) Rozwiaz réwnanie
iz|zZ P+ (2420 2P =2(z—i)Z
ze wzgledu na niewiadoma z € C.

Zadanie 3. Wektory vy, v2,v3 stanowia baze pewnej przestrzeni liniowej X, na ktérej okreslono en-
domorfizm f: X — X, taki ze

f(v1) = 3v1 — vg, f(v2) = v1 + v, f(v3) = 2uvs.

(a) Wyznacz macierz Ay (w bazie vy, v2,v3), jadro oraz obraz endomorfizmu f.

(b) Wyznacz wartosci wlasne oraz odpowiadajace im liniowo niezalezne wektory wlasne endomor-
fizmu f; wektory wlasne zapisz jako kombinacje liniowe wektoréw vy, va, vs.

(c) Przyjmujac, ze X = mo oraz v1(z) = 1, va(z) = x, v3(z) = 22, wyznacz f(p), gdzie

o(@) = (- 1)°.

Zadanie 4. Zbadaj okreslonos¢ formy kwadratowej

-2 -5 —6
p:RPsz—2T [ -3 -8 —6 |zeR>
0 -6 -9
Eqgzamin z algebry liniowej — Automatyka i robotyka Termin 2 — 11.02.2021

Zadanie 1. Wyznacz te warto$¢ parametru a € R, dla ktérej liczba z; = 1 4 ¢ jest rozwiazaniem
rOwnania

2B taz?—(a+i)z+2—2i=0;
nastepnie wyznacz pozostale jego rozwiazania.

Zadanie 2. Rozwazmy zadanie polegajace na wyznaczeniu wielomianéw ¢ € my spelniajacych naste-
pujace warunki

p(=2)=2,  ¢(2)=-6

(a) Zapisz powyzsze warunki w postaci uktadu réwnan liniowych
Azr = b,

w ktérym macierz A € R?*3 i wektor b € R? sa znane, a © € R3 to poszukiwany wektor
wspotczynnikéw wielomianu .

(b) Wykorzystujac metode eliminacji Gaussa sprowadZ macierz uzupelniona U ukladu do postaci
schodkowej, nastepnie porownaj rzedy macierzy A oraz U i wyciggnij wniosek na temat liczby
rozwigzan tego uktadu.

(c) Wyznacz rozwiazania ukladu i sprawdz, ze faktycznie definiuja one wielomiany spelniajace
zadane warunki.

Zadanie 3. Wyznacz baze Jordana przestrzeni mo dla endomorfizmu f,
fim3ax® +br+c— 2ax* + (2b—a —c)x + 2c € m;

sprawdz poprawnos¢ wyniku poprzez wyznaczenie macierzy endomorfizmu f w uzyskanej bazie.
Zadanie 4. Wyznacz rzut ortogonalny wektora u = (3, —1, l)T na podprzestrzen liniowa

V:{(xay7z):x+y—Z:O, x—y:(]};

w przestrzeni R? przyjmij iloczyn skalarny s,

s(z,y)=a"

O = N
O ==
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Egzamin z algebry liniowej — Automatyka i robotyka Termin 8 — 18.02.2021
Zadanie 1. Wyznacz te warto$¢ parametru a € C, dla ktorej liczba zy = —@ + gz jest jednym

z rozwiazan réwnania

28 = q;

nastepnie wyznacz pozostale jego rozwigzania.

Zadanie 2. Uktad réwnan
r—y—3z = 2
20 —by+6z = -5

dr —dy—8z = 5

zapisz w postaci mecierzowej; nastepnie, stosujac metode eliminacji Gaussa, sprowadZ macierz
uzupelniona tego uktadu do postaci schodkowej i wyciagnij wnioski na temat liczby jego rozwiazan.
Wykorzystujac postaé¢ schodkowa macierzy uzupelnionej wyznacz te rozwigzania (o ile uktad nie
jest sprzeczny).

Zadanie 3. Uzasadnij, ze kazda macierz rzeczywista wymiaru 2 X 2 o ujemnym wyznaczniku jest
diagonalizowalna. Podaj przyktad pokazujacy, ze taka zaleznos¢ nie jest prawdziwa dla macierzy
zespolonych wymiaru 2 x 2.

Zadanie 4. Dla macierzy symetrycznej

110
A=11 01
010

znajdz taka macierz nieosobliwa P € R3*3, dla ktérej macierz PT AP jest macierza diagonalng.
Sprawdz poprawno$é¢ wyniku wyznaczajac iloczyn PTAP.
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