Egzamin z algebry lintowej — Automatyka i robotyka termin I — 29.01.2018

Kazde zadanie nalezy rozwigza¢ na osobnej, czytelnie podpisanej kartce.

Zadanie 1. Liczby a,b,c € C to pierwiastki wielomianu f (z) = 23 — (1 — i) 2? — x — i. Wyznacz Re (w),
gdzie
2018
(bc ac ab) ‘

a b ¢ a2+ +&  (a+b+c)’ —2(ab+ ac+ be)

Przykladowe rozwigzanie: Poniewaz

be ' ac | ab abe abe

zatem, wykorzystujac wzory Viete'a, otrzymujemy

b 1—i)*+2 2(1—i
£+_+£:< Z.)—i— = ( Z):—Q—Qi
bc  ac ab 1 1

i dalej
1009

Re (w) = Re (—2 — 20)™° = 2285Re ((1+4)%) T = 2%7"Re (4) = 0.

Zadanie 2. Wiadomo, na podstawie twierdzenia Cayleya—Hamiltona, ze wielomian charakterystyczny ma-
cierzy kwadratowej jest jej wielomianem zerujacym. Wykorzystujac ten fakt uzasadnij, ze dla dowol-
nej macierzy A € R?*? oraz dla dowolnej liczby naturalnej n istnieja liczby a,, 8, € R, dla ktérych
A" = OénA + 577,]2

a b

Przykladowe rozwigzanie: Oczywiscie, oy = 1, 1 = 0. Niech A = ( e d ) Poniewaz

AN =X —(a+d)X+ad—bc= ) —tr(A)\+det A
zatem na podstawie twierdzenia Cayleya-Hamiltona
A? =tr (A) A — (det A) I,

skad wynika, ze ag = tr (A), By = — det A. Zalézmy, ze istnieja o, 5, € R, dla ktérych A" = o, A+, L.
Wykazemy indukcyjnie, ze réwniez A" = a1 A + Bni112, dla pewnych a,41, Bner € R. Mamy

A" = AA" = A (0, A+ Bply) = anA® + BuA = o, (tr (A) A — (det A) L) + B, A =
= (aptr (A) + B,) A — a,, (det A) I,

skad wynika, ze ay, 11 = oy, tr (A) + 5, oraz 5,11 = —a, (det A).

Zadanie 3. Sprawdz, czy istnieje baza przestrzeni my (tj. wielomianéw rzeczywistych stopnia nie wiekszego
niz 2), w ktérej macierzg endomorfizmu F : w9 > ax® + bx + ¢ — (2a — b) 2® + 2bx + 2c + b € 7y jest

macierz
3 1 1
Ap = -1 1 -1
0O 0 2

Odpowiedz uzasadnij.
Przykladowe rozwiazanie: Przyjmijmy w 7, baze vy (z) = 1, vy (z) = z,v3 () = 2. Poniewaz
F(Ul) = 21)1, F (Ug) =1+ 2'112 — Vs, F(Ug) = 2’03,

zatem w przyjetej bazie odwzorowanie F' jest reprezentowane przez macierz

A:

S O N

1 0
2 0
-1 2



Nalezy sprawdzi¢, czy macierze Ar i A sa podobne. Latwo sprawdzi¢, ze

pa(N) = pap (V) == (A —2)".

Poniewaz
0 1 0
rank (A—2)=rank | 0 0 0 | =1
0 -1 0
oraz
1 1 1
rank (Ap —2I) =rank [ -1 -1 -1 | =1
0o 0 0

zatem macierze te podobne sg do tej samej macierzy Jordana J

210
J={10 2 0
00 2
Odpowiedz jest wiec pozytywna.
Zadanie 4. Zbadaj liczbe rozwigzan uktadu réwnan
2 a—1 2 2
2 2 2 Jx=
—1 1 -1
w zaleznosci od wartosci parametru a € R.
Przykladowe rozwigzanie: Niech
2 a—1 2 2 a-—1 2 2
A= 2 2 2 )1,U=1[2 2 2 a
—1 1 a -1 1 a —1
7, postaci macierzy A wynika, ze jej wyznacznik jest wielomianem stopnia 2 wzgledem a, ktory zeruje
sie dla a = —1 (pierwsza i trzecia kolumna liniowo zalezne) oraz dla a = 3 (dwa pierwsze wiersze liniowo
zalezne). Dla a # —1 oraz a # 3 mamy zatem jedno rozwiazanie. Dla a = —1

2 =2 2 2 2
rank | 2 2 2 —1 | =rank| 0 4 0 -3 | =2,
-1 1 -1 -1 0 0

zatem mamy nieskonczenie wiele rozwigzan (zaleznych od jednego parametru: rank (A) = rank (U) = 2).
Z kolei dla a = 3 mamy

2 2 2
2 3

—1

rank = rank

— N DN
W NN
S O N

0
4

[ R=N\
o=
I
w

—1

Oznacza to, ze uklad jest sprzeczny (mamy: 2 = rank (A) < rank (U) = 3).



Egzamin z algebry liniowej — Automatyka i robotyka termin Il — 05.02.2018

Kazde zadanie nalezy rozwigza¢ na osobnej, czytelnie podpisanej kartce.

Zadanie 1. Liczby z, z,, z3, z4 to pierwiastki algebraiczne czwartego stopnia z liczby z = 20+18i. Wyznacz
w=(1-2+(1-2)+1—-2z)+(1-2).

Przyktadowe rozwiazanie: Liczby z, z5, z3, z4 to pierwiastki wielomianu z — z* — 20 — 18i. Poniewaz

W:4—2(Z1+22+23+Z4)+Z12+222+Z§+zf:
=4—2(Z1+ZQ+Z3+Z4)+(Z1+22+Z3+Z4)2+

-2 (Z1 Z) + 2123 + Z1Z4 + 2273 + Z2Z4 + Z3Z4) ,
zatem, wykorzystujac wzory Viete'a, otrzymujemy

Z1+ 20+ 723+ 24 :0,
2120 + 2123 + 2124 + 2023 + 2024 + 2324 = 0,

i ostatecznie w = 4.

Zadanie 2. Niech a # b beda dowolnymi elementami. W zbiorze F = {f;, f,}, gdzie f;,f, to funkcje
prowadzace z {a, b} w {a, b} postaci

’

a, dlax=a | b, dlax=a
f1(x)_{b, dlax=b " f2(x) {a, dla x = b

wprowadzamy dziatanie o sktadania odwzorowan, tj. (fo g)(x) = f(g(x)). Sprawdz, czy struktura
algebraiczna (F, o) jest grupa abelowa.

Przyktadowe rozwiazanie: Przez bezposredni rachunek sprawdzamy, ze fiof; = f, fofhb = fHhofh =1
oraz f, o f, = f. Np.

(f20fi)(a) = f2(f (a)) = f2(a) = b,
(f,0f1) (b) = £, (f1 (b)) = 2 (b) = a,

czyli f, o f; = f,. Wynika stad, ze

(a) dziatanie o jest wewnetrzne w F;

(b) dziatanie o posiada element neutralny e = fy;

(c) kazdy element posiada element symetryczny wzgledem ow F : f; = f1,f, = f5;

(d) dziatanie o jest taczne (ogdlna wtasnos¢ operacji sktadania funkcji);

(e) dziatanie o jest przemienne.

Oznacza to, ze struktura (F, o) jest grupa abelowa.

Zadanie 3. Wyznacz baze Jordana przestrzeni sy (tj. wielomianéw rzeczywistych stopnia nie wiekszego
niz jeden) dla endomorfizmu F : 71y 2 ax+b — (3a — b)x+a+ b € ;. Sprawdz poprawnos¢ wyniku
poprzez wyznaczenie macierzy reprezentujacej endomorfizm F w uzyskanej bazie.

Przyktadowe rozwiazanie: Przyjmijmy v (x) = 1, v» (x) = x. Poniewaz
F(\/1) =V —V, F(Vz) =wv + 3\/2,

zatem w wybranej bazie vq, v, endomorfizm F jest reprezentowany przez macierz

(1)



. . 2 . . . 77 .
Poniewaz @4 (A) = (A — 2)° zatem macierz A posiada tylko jedng wartos¢ wtasng Ay = 2. Odpowia-
. .. T , .
dajacy jej wektor wtasny vi" = (x, y)' wyznaczymy z réwnania

(500 )=(5)

otrzymujemy: v = (¢, t)", t # 0. Wyznaczamy wektor gtéwny rzedu drugiego v = (x,y)’

-1 1 x| _ [t
-1 1 y | \t]’
skad wynika, ze v = (s, t + s)’",s e R Przyjmujac np. s = t = 1 otrzymujemy wektory v{" =

T T . , .
(1,1)",v? =(1,2)". Wektory te pozwalajg wyznaczyé poszukiwang baze Jordana:

S0

L2

1) ~wix)=1T-vX)+1-v(x)=1+x
(1,2)" > wa(x)=1-(x)+2-v(x) =1+ 2x.

Sprawdzmy poprawnos¢ uzyskanego rozwigzania wyznaczajac macierz Jr endomorfizmu F w bazie
W1, Wp!

Fiwi(x))=F(1+x)=2x4+2=2w(x),
F(wy(x))=F(1+2x) =5x4+3=w(x)+ 2wy (x)

21
Jr = ( 0 2 )
Zadanie 4. Wyznacz rzut ortogonalny (w sensie naturalnego iloczynu skalarnego przestrzeni R?) elementu
u = (6,2,—4)" na podprzestrzen liniowa rozpieta przez wektory v; = (2,0, —1)", v, = (1,-5,2)".

L ostatecznie

Przyktadowe rozwiazanie: Musimy wyznaczyc¢ baze ortonormalnag przestrzeni rozpietej przez wektory
vi, v2. Poniewaz vy o v, = 0, zatemy wystarczy jedynie podzieli¢ wektory vy, v, przez ich dtugos¢:

4 \/5

= =702,0-1",
e T s BT
Vo \/% T

= =——(1,-5,2)".
Y= e T 30 A

Poszukiwany wektor u* to zatem

ut=(uowy) - wy+ (Uowy) wy, =
16v5 V5 12v/30 V30

= —=.22(2,0,-1) —
5 5 @01 30 30

(32,0,—16)" — % (2,—10,4)" = (6,2, -4)" = u.

(1,-5,2)" =

Qll =



Egzamin z algebry liniowej — Automatyka i robotyka termin Il — 12.02.2018

Kazde zadanie nalezy rozwiaza¢ na osobnej, czytelnie podpisanej kartce.
Zadanie 1. Niech a € R oraz n € N. Podane liczby zespolone zapisz w postaci trygonometrycznej:

z1 = (cosa +isina)’, z =(cosa—isina)’", zz3=(sina+icosa)’, z;=(sina—icosa)” .
Przyktadowe rozwiazanie: Bezposrednio ze wzoru de Moivre'a otrzymujemy

z1 =cosna+isinna

oraz
7, = (cosa — isina)" = (cos (—a) + isin (—a))" = cos (—na) + isin(—na).
Podobnie,
z3=(sina+icosa)’ = (i(cosa—isina))’ =i"z =
= (cos /2 + isin 71/2)" (cos (—na) + isin (—na)) =
LR
=cos|=—a|n+isin|=—aln
2 2
oraz

z4=(sina—icosa)’ = (—i(cosa+isina))’ = (—i)"z; =
= (cos (—m/2) + isin (—m/2))" (cos na + isinna) =

—cos(a J_l) n+isin (0( Tl) n
B 2 2 '

Zadanie 2. Sprawdz, czy podane macierze s podobne

31 1 200
A= -1 1 -1 ], B={(02 0 |;
0 0 2 0 0 2
w przypadku pozytywnej odpowiedzi wyznacz macierz P dla ktérej A= PBP~'.

Przyktadowe rozwiazanie: Dla dowolnej macierzy nieosobliwej P mamy
PBP~ ' =P(2L) P =2 =8,
czyli jedyna macierza podobng do macierzy B jest ona sama. Macierze A i B nie sg wiec podobne.

Zadanie 3. Wyznacz wszystkie miejsca zerowe wielomianu ¢ (x) = x® 4+ 1; nastepnie przedstaw go jako
iloczyn wielomiandéw rzeczywistych stopnia co najwyzej drugiego.

Przyktadowe rozwiazanie: Oczywiscie ¢ (x) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy

x® = —1 = cos (=) + isin(—n).
Stad
B ( ﬂ)+,, ( Ty V3
Xg = €OS 5 i sin 5] =3 lz
X —cos—+islnﬁ—\/§-|-i1
T "6 6 2 ' 2
cosBﬁ—l-'s'w AR
Xy = — 4 isin— =i
2 6 6
S 51 3 1
X3=cos%+isin%:—\/7_+i§
cos7ﬂ+'s'17ﬂ v3_ /]
Xq4 = R n—m————[—
! 6 " 2
Or . . 9rm .
X5 = COS — + LSIN — = —L.

6 6



Ol'az
@ (x) = (x — x0) (x — x1) (x — x2) (x — xa) (x — x5).

Poniewaz
(x = x0) (x = x1) = (x = x0) (x = %) = x” = V3x +1
(x —x2) (x = x5) = (x = x2) (x = %3) = x* + 1
(x = x3) (x — x4) = (x — x3) (x — Xx3) = x> +V3x +1
zatem

(p(x):(x2—|—1)(x2—\/§x—|—1) (x2+\/§x—|—1).

Zadanie 4. Niech A € R3*3 bedzie macierza postaci

1 0 1
A= 2 2a+1 3a
-1 a a+1

Wyznacz zbiér tych parametréw a € R, dla ktérych funkcja ¢ : R3 > x — x’ Ax € R przyjmuje jedynie
wartosci nieujemne.

. . . . T
Przyktadowe rozwigzanie: Poniewaz dla x = (x4, x2, x3)' mamy

e(x)= x12 + (2a + 1))(22 + (a + 1))(32 + 2x1x0 + 4axoxz =
=(x1+x) +2a(x+x)’+(1—a)x?

zatem forma kwadratowa ¢ jest dodatnio pdtokreslona wtedy i tylko wtedy, gdy a > 0 oraz 1—a >0,
czyli dla a €10, 1].



Egzamin z algebry liniowej — Automatyka i robotyka WEAIiIB Termin 3. — 14.02.2019

Zadanie 1. Znajdz wszystkie liczby zespolone z spetniajace warunek 23 |z| = (4 — 4V/3i)z.

Przyktadowe rozwiazanie Rozwiazania poszukamy w postaci trygonometrycznej z = r (cos a + isin a), w ktorej
r >0 oraz a €[0,27). Poniewaz
23 |z| = r*(cos 3a + isin 3a)

oraz

(4 — 4\/§i)§ =8 (cos /3 —isins/3) - r(cosa —isina) =
= 8r(cos(—n/3 — a) + isin(—m/3 — a))

zatem wyjsciowe réwnanie rownowazne jest uktacdowi

r*=8r
3a=—a/3—a+ 2k, k e Z.

ktorego rozwiazania to
{ r=0lbr=2
_ 7 km —
a = —717 + 5 dla k = 1,2,3,4.

Ostatecznie, zbidr rozwiazan to {zo, z1, 22, z3, z4}, gdzie zy = 0 oraz

zk = 2 [ cos —i—i—g + isin —£+k—ﬂ
k= 12772 S 2

dla k=1,2,3,4.

Zadanie 2. Wyznacz, o ile istnieje, macierz o wektorach wtasnych v = (2,1,1)T ,vo = (=1, 1,0)T ,v3 = (3,0, ‘I)T.
Ile jest takich macierzy?

Przyktadowe rozwigzanie (sposob 1) Poszukiwang macierzg moze by¢ macierz jednostkowa /3 (dla kazdego wek-
tora v € R? mamy przeciez v = v co oznacza, ze kazdy wektor v # 0 jest wektorem wtasnym macierzy
I3 odpowiadajacym jej jedynej wartosci wtasnej A = 1). Moze nig by¢ rdwniez macierz af3 dla dowonego
a € C. Faktycznie, ahhv = av, czyli wektor v # 0 jest wektorem wtasnym macierzy a/3 odpowiadajacym jej
jedynej wartosci wtasnej A = a. Macierzy takich jest zatem nieskonczenie wiele.

Przyktadowe rozwigzanie (sposéb 2) tatwo stwierdzi¢, ze wektory vy, vz, v3 sa liniowo zalezne (v3 = v — vp),
wyznaczaja wiec pewna ptaszczyzne. Jej réwnanie to x + y — 3z = 0. Poszukiwana macierza bedzie zatem
kazda macierz odpowiadajaca uktadowi réwnan o takim wtasnie rozwiazaniu (wektory vi,v2, v3 beda jej
wektorami wtasnymi odpowiadajgcymi wartosci wtasnej A = 0), np.

1 1 -3
A= a a —3a |,daa,peC.
B B —3B

Zadanie 3. Rozwazmy uktad réwnah liniowych Ax = b, gdzie A € R?*? oraz b € R?. Niech wy oraz wy, wy
oznaczaja wyznacznik macierzy A oraz wyznaczniki macierzy powstatych z macierzy A przez zastgpienie
odpowiednio jej pierwszej i drugiej kolumny wektorem b. Co wiemy o liczbie rozwigzan uktad réwnan
Ax = b, jezelt wa = wy = wy = 0?7 Odpowiedz uzasadnij; podaj stosowne przyktady.

Przyktadowe rozwiazanie Niech U = [A, b]. Z tresci wynika jedynie, ze rank (A) < 1 oraz rank(U) < 1. Na
podstawie tw. Kroneckera—Capellego (zob. tw. 6.4, http://home.agh.edu.pl/gora/algebra/Wyklad06.pdf), aby
uktad Ax = b posiadat rozwiazanie musi zachodzi¢ réwnosé rank (A) = rank (U) = r, mamy wdwczas nie-
skonczenie wiele rozwigzan zaleznych o jednego (gdy r = 1) lub dwéch (gdy r = 0) parametréow. Przypadki
te sa ilustrowane przez ponizsze przyktady:

x+y=1 ot o _
{ x4y =1 rank (A) = rank (U) =1,
{ Ox+0y =0

Ox + 0y = 0 ~ rank (A) = rank (U) = 0.



Mozliwy jest jeszcze jeden scenariusz: 0 = rank (A) < rank (U) = 1, wéwczas uktad Ax = b jest sprzeczny.
Tak jest, gdy A = 0242 oraz b # 0, np.

{ Ox+0y =1 0 = rank (A) < rank (U) = 1.

Ox+0y =0

Zadanie 4. Zbadaj okreslonoé¢ formy kwadratowej ¢ (x,y,z) = x? + 4xy + 2xz + 5y? + 2yz + 3z°, nastepnie
wyznacz liczbe rozwigzan réwnania ¢ (x, y, z) = a w zaleznosci od wartosci parametru a € R.

Przyktadowe rozwigzanie Poniewaz

@ (X, y,z) = x>+ 4xy + 2xz + 5y* + 2yz + 32> =
)2

—2yz+y?+2z* =
+(y—2°+2°

x+2y+z

=(x+2y+=z + 2z,

)2
zatem forma kwadratowa ¢ jest dodatnio okreslona. Wynika stad, ze dla a < 0 réwnanie ¢ (x, y,z) = a nie
posiada rozwigzan, zas dla a = 0 posiada jedno rozwigzanie (0, 0, 0). Aby zbadac¢ ile rozwigzan posiada ono
dla a > 0, zauwazmy, ze

@ (x,0,2) = (x + 2)% +22°.

Stad, przyjmujac u = x+2z, w = V/2z, réwnanie ¢ (x,0, z) = a réwnowazne jest réwnaniu u®+w? = a, ktére
opisuje okrag o promieniu /a i $srodku w punkcie (0,0). Poniewaz istnieje nieskoiiczenie wiele punktow
(u, w) lezacych na tym okregu, wnioskujemy, ze istnieje nieskonczenie wiele punktéw (x, 0, z) spetniajacych
warunek ¢ (x,0,z) = a (wyznaczamy je jako rozwiazania uktadu réwnan v = x + z, w = V2z). Dla a > 0
réwnanie @ (x, y, z) = a posiada zatem nieskonczenie wiele rozwigzan.



Egzamin z algebry liniowej — Automatyka i robotyka WEAIiIB Termin 2. — 07.02.2019

Zadanie 1. Znajdz wszystkie rozwigzania z € C réwnania z° — (ctg B + i)' Z = 0, w ktérym B € (0, 7).

Przyktadowe rozwigzanie Wyjsciowe réwnanie mozemy przepisa¢ w postaci rownowaznej
wa—
22 =(ctgB+i)'zZ

lego rozwigzan poszukamy w postaci trygonometrycznej z = r(cos a + isina), w ktérej r > 0 oraz a € [0, 27).

Poniewaz
7’ = r’ (cos5a + isin5q)

oraz

. 4

(ctg B+ i)'z = ( SinB (cosB+isinB)]| -r(cos(—a)+isin(—a)) =
u
= % (cos (4B — a) + isin (4B — a))
sin” B

zatem wyjsciowe rownanie réwnowazne jest uktadowi

5 __ _r
sln"B
S5a=4B—a+ 2kn, k € Z

ktérego rozwiazania to

sin B

r=01lubr=_
a=2B+ 1k, dlak=0,12345

Ostatecznie, poszukiwany zbiér rozwiazan to {0, zo, z1, 22, 3, z4, 25}, gdzie

1 2 1 2 1
= S B (cos (3/9—1- 3k71) + isin (3B+ 3I<7¢) )
dla k=0,1,2,3,4,5.
Zadanie 2. Czy kazda macierz A € C*** spetniajagca warunek rank (A + /) = rank(A—1) = 2 jest diagonalizowalna?

Odpowied? uzasadnij; w przypadku, gdy jest ona pozytywna wyznacz A?920,

Przyktadowe rozwigzanie Z warunku
rank(A+ /) =rank(A—1) =2

wynika, ze
det(A+/)=det(A—1)=0,

czyli A1 = —1 oraz A; = 1 to wartosci wtasne macierzy A. Dodatkowo, poniewaz
dimker (A—A12/) =dimX —rank (A— A pl) =4 -2 =2,

zatem dla kazdej z tych wartosci wtasnej istnieja po dwa wektory wtasne liniowo niezalezne. Kazdej z tych dwdch
wartosci wtasnych odpowiadaja wiec dwie klatki Jordana, a poniewaz wymiar macierzy to 4 x 4, zatem:

e innych wartosci wtasnych macierz A posiadac nie moze;

e wartosci wtasne Ay = —1 oraz A; =1 muszg mie¢ najmniejsza mozliwg krotnos¢ czyli 2.

Oznacza to, ze macierz Jordana macierzy A jest postaci diag (1,1, —1,—1); macierz A jest wiec diagonalizowalna.

Stad
A= Pdiag(1,1,—1,—=1) P
czyli
A2O20 =P (cliag (1 , 1 ) -1 ) _1))2020 /3—1
= Pdiag (170%0,120%, (=12 (—1)) P~ = .
Zadanie 3. Wielomian @4 (A) = —A% + 34 — 1 jest wielomianem charakterystycznym pewnej macierzy kwadratowej A.

Oblicz wyznacznik oraz $lad macierzy —A> + A2 + 3A — I.



Przyktadowe rozwigzanie Na podstawie tw. Cayleya—Hamiltona wnioskujemy, ze @4 (A) = 0343. Stad
—A AT +3A— 1= A

Mamy wiec
det (—A® + A2+ 3A — |) = det A? = (det A)* = (g4 (0))* = 1.

Niech A1, A2, A3 beda wartosciami wtasnymi macierzy A. Woéwczas
tr(—A+ A 43A— ) =tr AP = A+ A5+ A3
= (A + A+ 437 = 2(Mda + AiAs + Aods).

Na podstawie wzoréw Viete'a

as
MA2+ MA3 + A3 = % =-3
3

zatem ostatecznie tr A2 = 6.

Zadanie 4. Wyznacz te wartosci parametru a € R, dla ktérych nieréwnos¢
2 2
(x+y)+Kx—y) >axy

j tni g kie liczl R spetniaj runek x% 4+ y? > 0

jest spetniona przez wszystkie liczby x, y € R spetniajace warunek x + y“ > 0.
Przyktadowe rozwigzanie Nieréwnos$¢ mozemy zapisa¢ w postaci réwnowaznej

2x? 4+ 2y? — axy > 0, dla x> + y* > 0.

Poniewaz

x> +y*>0 & (x,y)+(0,0)

zatem nalezy wyznaczyé te wartoéci a € R, dla ktérych forma kwadratowa ¢ (x, y) = 2x? + 2y? — axy jest dodatnio
okreslona. Wyznaczajac macierz A, formy ¢

_ 2 —al2
Ap = ( —al2 2 )

widzimy, ze jest ona dodatnio okreélona wtedy i tylko wtedy, gdy detA = 4 — a?/4 > 0. Stad a € (—4, 4).



Egzamin z algebry liniowej — AiR WEAILIB Termin 1 — 04.02.2021

Zadanie 1. [5p+5p] W zbiorze G = {X € R™*" : det (X — I,) # 0} wprowadzamy dzialanie
h:GxG>3(AB) > A+ B— AB e R™",

(a) Uzasadnij, ze dzialanie h jest wewnetrzne w zbiorze G.

(b) Wykaz, ze dla dowolnej macierzy A € G jedynym rozwiazaniem réwnania
h(X,A)=2I,
jest X =1, — (A— In)fl. Czy rozwiazanie to nalezy do zbioru G?

Przykladowe rozwigzanie Ad. (a) Nalezy wykazaé, ze h (A, B) € G dla dowolnych A, B € G. Oczywiscie
h (A, B) € R" " oraz

det (h (A, B) — I,) = det (A+ B — AB — I,,) = det (A — I, — (A — I,) B) =
= det (A — L,) (I, — B)) = (=1)" det (A — I,) det (B — I,) #0,

a to oznacza, ze dziatanie h jest wewnetrzne w zbiorze G.

Ad. (b) Zapiszmy réwnanie h (X, A) = 21I,, w postaci réwnowaznej
X+A-XA=2I,.

Stad
X (I, —A)=2I, — A

Poniewaz A € G, zatem macierz I,, — A jest nieosobliwa; po wymnozeniu réwnania prawostronnie przez
. -1
macierz (I, — A)”" mamy

X=0QL -A),-A) =y + I, —A) (I, — A =, — A+ 1,.
Poniewaz (I,, — A)_1 =—(A- In)_1 zatem cze$é pierwsza jest wykazana. Zauwazmy réwniez, ze
det (X — I,,) = det (In C(A-I) - In) — det (— (A— In)_1> = (—1)"det (A — I,)"" #0,
co oznacza, ze X € G.
Zadanie 2. [5p+5p]
(a) Zaznacz na plaszczyznie zespolonej zbiér
{z€C:m < Arg(—iz®) <2r oraz 5 <|(3+4i)z| <10}.

(b) Rozwiaz réwnanie
iz|ZP+ 2420 2P =2(z-0)z

ze wzgledu na niewiadoma z € C.
Przykladowe rozwigzanie Ad. (a) Poniewaz
3
Arg (—iz3) = Arg(—i) + 3Argz + 2km = o +3Argz + 2km

zatem warunek
7 < Arg(—i2®) < 2n



rownowazny jest warunkowi

7T+2k7T<A <7T+2/<:7r
T, akT . T ART
6 3 8256 T 3

Z kolei, |(3 + 4i)z| =5 |z|, zatem

dla k =0,1,2.

5<|(B3+4i)z| <10 1< |z <2
Rozwiazanie jest czedcia wspolng tych obszaréw.
Ad. (b) Poniewaz |z|*> = 2%, zatem réwnanie mozemy zapisa¢ w postaci réwnowaznej
i2°Z+ (2+2) 22 — 2(2 — i) Z = Z (i2° + 2iz + 2i) = 0.
Stad z =0 lub
0= i2? + 2z + 2 =i (22 + 22 +2) :i((z+1)2+1) —i(z+1+44)(z+1—1)
i ostatecznie z1 =0, z0 = -1 —14, z3 = —1 + 1.

Zadanie 3. [3p+4p+3p] Wektory v1, v9, v3 stanowia baze pewnej przestrzeni liniowej X, na ktérej okreslono
endomorfizm f: X — X, taki ze

f (’1)1) = 3v; — vo, f(UQ) = V1 + V2, f(?)3) = 2v3.

(a) Wyznacz macierz Ay (w bazie vi, v2,v3), jadro oraz obraz endomorfizmu f.

(b) Wyznacz wartosci wlasne oraz odpowiadajace im liniowo niezalezne wektory wtasne endomorfizmu
f; wektory wlasne zapisz jako kombinacje liniowe wektoréw vy, va, vs.
(c) Przyjmujac, ze X = mo oraz vi(z) = 1, va(z) = z, v3(z) = 22

p(a) = (z - 1)%

, wyznacz f (), gdzie

Przyktadowe rozwigzanie Ad. (a) Z tresci wynika, ze macierz A; endomorfizmu f to

3 10
A;=| -1 1 0
0 0 2

Poniewaz
3 =dim X = dimker f + dimIm f = dimker f 4+ rank Ay = dimker f + 3,

zatem wnioskujemy, ze dimker f = 0, czyli ker f = {0} oraz dimIm f = 3, czyli Im f = X.

Ad. (b) Poniewaz
3—A 1 0
pa,(A)=det[ -1 1-X 0 =—(A—2)°
0 0 2-X

zatem endomorfizm posiada jedng potréjna wartos¢ wtasng A = 2. Ponadto

1 1 0 z r+y
-1 -1 0 y | = —=2—-v |,
0 0 0 z 0

co oznacza, ze ogllna postaé¢ wektora wlasnego to v = (¢, —t, S)T, gdzie t2 + 52 > 0. Przykladowe
liniowo niezalezne wektory wlasne macierz A; to

w; = (1,-1,007, wy =(0,0,1)T.



Wektory te wyznaczaja nastepujace wektory wlasnej endomorfizmu f
w; = (1,—1,0)7 ~ Vi = v; — vy
wy = (0,0,1)7 ~» Vo = v3.
Sprawdzmy:
fWV) = f(vr —v2) = f(v1) = f(v2) = 3v1 —v2 — (v1 +v2) =201 — 202 =2V}

oraz

f(Va) = f(v3) = 2v3 = 2Va.

Ad. (c) Poniewaz
o@)=(@—-1)2 =22z +1=v (z)— 2vy () + v3 (2)

zatem

f(p)=flvr =202 +v3) = f(v1) = 2f (v2) + f (v3) =
:31)1—02—2(111—1—’02)4—2113:v1—3v2—|—2v3

czyli f (o) (z) =1 — 3z + 222

Zadanie 4. [10p] Zbadaj okreslono$é¢ formy kwadratowej

-2 -5 —6
o:RPsz—al [ -3 -8 —6 |zeR
0 -6 -9

Przyktadowe rozwigzanie Dla z = (a,b,¢)” mamy

¢ (a,b,c) = —2a® — 8ab — 6ac — 8b* — 12bc — 9¢* = — (9¢* + 12bc + 6ac) — 2a* — 8ab — 8b* =
= —(Bc+2b+a)? —4b% — a® — dab = — (3¢ + 2b+ a)* — (a + 2b)?,

czyli forma ¢ jest ujemnie pétokreslona.



Egzamin z algebry liniowej — AiR WEAILIB Termin 2 — 11.02.2021

Zadanie 1. Wyznacz te wartos¢ parametru a € R, dla ktérej liczba z; = 1 + ¢ jest rozwigzaniem
roOwnania
2 tar’—(a+i)z+2—2i=0;

nastepnie wyznacz pozostale jego rozwigzania.
Przykladowe rozwigzanie Podstawiajac do rownia z = 1 + ¢ otrzymujemy
0=+ 4+a(1+i)’—(a+i)(1+i)+2-2i=1—a—i(l—a),
stad a = 1. Mozemy wigc zapisaé
P —(1+i)z+2-2i=(2—1—14) (P +bz+c).
Poréwnujac wyrazy wolne otrzymujemy
2—2i=—c(l+1)

a stad
1—1 .
c=—2 - = 21;
141

poréwnujac wspotezynniki przy z? otrzymujemy

1l=b0—-1—1

a stad
b=2+i.
Mamy wiec
P —(1+i)z+2-2i=(2—1-40)(ZP+ 2+ 24+2) = (2 —1—14) (2> + 22 + iz + 24)
—(z—1-9)(z(z4+2)+i(z+2)=(z—1—4) (z+2) (z + 1)

1 ostatecznie
21 = —1 —i,ZQ = —2,23 = —1i.

Zadanie 2. Rozwazmy zadanie polegajace na wyznaczeniu wielomianow ¢ € my spetniajacych nastepu-
jace warunki

w ktérym macierz A € R?*3? i wektor b € R? sg znane, a v € R3? to poszukiwany wektor
wspotezynnikow wielomianu .



(b) Wykorzystujac metode eliminacji Gaussa sprowadz macierz uzupetniona U uktadu do postaci
schodkowej, nastepnie poroéwnaj rzedy macierzy A oraz U i wyciagnij wniosek na temat liczby
rozwigzan tego uktadu.

(c) Wyznacz rozwiazania ukladu i sprawdz, ze faktycznie definiuja one wielomiany spelniajace
zadane warunki.

Przyktadowe rozwiazanie Niech ¢ (s) = ass® + a;s + ap. Mamy
dag —2a; +ag =2 oraz 4das + 2a; + ag = —6.
Ad. (a) Przyjmujac = = (a9, a1, aO)T mozemy zapisa¢ powyzsze warunki w postaci rownowaznej
4 -2 1 (2
4 2 1 Lo\ -6 )
Qo

Ad. (b) Mamy

4 -2 1 2 4 -2 1 2 4 =2 1
rankU:rank<4 9 1 _6):rank(0 i 0 _8>:2:rank(4 9 1)

czyli rank A = rank U = 2, a to oznacza, ze uktad posiada nieskonczenie wiele rozwigzan zaleznych
od jednego parametru.

Ad. (¢) Wykorzystujac postaé schodkowa macierzy U mozemy napisaé
4aq — 2a1 + a9 =2 oraz 4da; = —8.

Stad
ap = —2, ag=—2— 4&2, as € R.

Wielomiany ¢ maja wigc postaé: ¢ (s) = ags® — 25 — 2 — 4ay. Faktycznie,
p(=2)=4das+4—2—4ay =2

oraz
0 (2) =4ay — 4 —2 —4ay = —6.

Zadanie 3. Wyznacz baze¢ Jordana przestrzeni my dla endomorfizmu f,
fm 3 ar? +br +c— 2ax® + (2b —a — ¢) v + 2¢ € Ty;
sprawdz poprawnos$¢ wyniku poprzez wyznaczenie macierzy endomorfizmu f w uzyskanej bazie.
Przykladowe rozwigzanie Wybierzmy baze w przestrzeni m, :
vi(z) =1, wvy(x)=2, wv3(x)=2"
Wowczas

f(z)=—2+2=2v(x) — vy (x),
f (v () =22 =202 (2),
f(vs(2)) =22° — 2 = —vy (x) + 203 (7),



skad uzyskujemy posta¢ macierzy endomorfizmu f w bazie vy, vq, v3:

2 0 0
A=| -1 2 -1
0 0 2
Poniewaz
2—X 0 0
eaN)=| -1 2—=Xx -1 |=(2-))°,
0 0 2-2A
zatem endomorfizm f posiada jedna potrdjng wartos$¢ wlasna A = 2. Wyznaczmy teraz wek-

tory wlasne oraz wektory gltéwne (wiemy juz, ze macierz nie posiada trzech liniowo niezaleznych
wektoréw whasnych, gdyz A # 213) macierzy A. Niech v = (2,7, 2)". Zatem

0 0 0 x 0 0
-1 0 -1 y |l=|1 —=2—2 |=| 0| &z=—z
0 0 0 z 0 0

czyli v® = (t,r,—t)", gdzie t,r € R, t*+7r2 > 0. Macierz A (wiec i endomorfizm f) posiada dwa
liniowo niezalezne wektory wtasne. Musimy wigc wyznaczy¢ jeden wektor gtowny rzedu drugiego
v@ = (z,y,2)". Mamy

0 0 0 x 0 t
-1 0 -1 y | =1 -2 | = r St=0, —z—z=r,
0 0 0 z 0 —t

czyh v? = (z,y, —x — T)T jest wektorem gtéwnym rzedu 2 odpowiadajacym wektorowi wlasnemu
v = (0,7, O)T r # 0. Przyjmujac odpowiednio t = 0,7 = 1l,x =y = 0 oraz t = 1,r = 0
otrzymujemy

= (0,1,0)", 0 = (0,0,—1)", oY = (1,0,-1)7

Poszukiwana baza Jordana sa wiec wielomiany (uwaga: baza Jordana nie jest wyznaczana jedno-
znacznie — jej postaé zalezy od wybory wektoréw wtasnych oraz gtéwnych)

(1) = (0,1,0)" ~ wy (@) = 0-vy(x) +1-vg(x) +0-vs(x) =
(2) = (0,0,—1)" ~> wy (z) = 0-vy(z) +0-va(z) — 1-v3(x) = —a?
(” = (1,0, 1)~ ws (z) = 1-v1(x) + 0 - va(a) — 1 - v3(x) = —2 + 1.
Sprawdzmy,
f(wy (2)) = 22 = 2w, (2)
f(wy (7)) = =227 + 2 = wy (7) + 2wy (2)
f (w3 (7)) =2 — 22* = 2ws (z),
macierz endomorfzmu f w uzyskanej bazie ma postac
210
J=102 0],
0 0 2

jest to macierz Jordana.



Zadanie 4. Wyznacz rzut ortogonalny wektora u = (3, —1, 1)T na podprzestrzen liniowa

V={(z,y,2) a+y—2=0, z—y=0};

w przestrzeni R3 przyjmij iloczyn skalarny s,
yjmij y

s(z,y) ="

=S )
O =
— oo
N

Przykladowe rozwigzanie Latwo zauwazy¢, ze

V={(z,y,2):x+y—2=0,0 —y =0} = {(x,x,22) : x € R}.

Jako baze przestrzeni V' przyjmujemy v = (1,1,2). Obliczmy dltugosé v:

210 1
HUHQIS(U,U):(LLQ) 1 10 1 |=9
0 0 1 2

czyli wektor w = %(1, 1,2) stanowi baze ortonormalna przestrzeni V. Na podstawie twierdzenia

o rzucie ortogonalnym mamy

w:smwyw:%JQ—LUALLmyw:%q@—LnxLLayuﬂafzuﬁﬂf,

gdyz
| ) 2 10 1 . 3
§s((s,—-1,1),(1,1,2))::5(3,—1,1) 110 1 ::5(3, L[ 2 ]=1
00 1 2 2



Egzamin z algebry liniowej — AiR WEAILIB Termin 3 — 18.02.2021

Zadanie 1. Wyznacz te wartos¢ parametru a € C, dla ktorej liczba zy = —\/75 + ‘/752 jest jednym

z Tozwigzan réwnania
20 = a;

nastepnie wyznacz pozostale jego rozwigzania.

Przykladowe rozwigzanie Po zapisaniu liczby zy; w postaci trygonometrycznej otrzymujemy

V2 V2,

+ T 4 isin =

=—4 —i= — in—.

20 5 5t =cos— - +isin—

Stad
6 37r+,, 3m\° 97T+,, Or .
2o =|cos— +isin— | =cos— +isin— =1
0 4 4 2 2 7

co oznacza, ze a = 1. Mamy zatem réwnanie 2% = 4, ktérego rozwigzaniami sg

0T Ty Ty

T —V2-v6 | V2-V6
21 = Zp | COS — + 7 SIn = +1

3 4 4

T V2-v6 V246
29 =21 cosg—i-zsm = 1 —1 1

+v6  V2-6
4

N——r N N T ~—

I

oS

DO [\
|
~
|

[\]

N
w
|
N
[V
/N /N /(?. /N /N
]
w0
I
+
~
wn
—
=

Zadanie 2. Uktad rownan
r—y—3z = 2
20 —dy+62 = —H5
dr — by —8z = 5

zapisz w postaci mecierzowej; nastepnie, stosujac metode eliminacji Gaussa, sprowadz macierz
uzupetniong tego uktadu do postaci schodkowej i wyciggnij wnioski na temat liczby jego rozwiazan.
Wykorzystujac postaé¢ schodkowa macierzy uzupeinionej wyznacz te rozwiazania (o ile uktad nie
jest sprzeczny).

Przykladowe rozwigzanie Rozwazany uktad mozemy zapisa¢ w postaci

1 -1 -3 x p
2 -5 6 y | =1 -5
4 -5 -8 P 5



Stad

1 -1 -3 2 1 -1 -3 2
rankU =rank | 2 -5 6 -5 | =rank| O 3 —-12 9 | =
4 -5 -8 0o 1 -4 3
1 -1 3
=rank [ O 3 —-12 9 | =2
0 0 0 O

Mamy rank A = rank U = 2 < 3, zatem uklad posiada nieskoriczenie wiele rozwiazan (zaleznych od
jednego parametru). Wykorzystujac posta¢ macierzy uzupetnionej otrzymujemy uktad réwnowazny

wyjsciowemu
rT—y—3z = 2
{ 3y—12z = 97’
stad
y=3+4z
r=5+T7z .
z€eR

Zadanie 3. Uzasadnij, ze kazda macierz rzeczywista wymiaru 2 X 2 o ujemnym wyznaczniku jest dia-
gonalizowalna. Podaj przyktad pokazujacy, ze taka zaleznos¢ nie jest prawdziwa dla macierzy
zespolonych wymiaru 2 x 2.

Przykladowe rozwigzanie Poniewaz det A = A\ Ay < 0, zatem macierz A musi posiada¢ dwie rzeczy-
wiste (!) wartosci whasne réznych znakéw, a wiec rozne. Réznym wartosciom wtasnym odpowiadaja
liniowo niezalezne wektory wlasne, zatem macierz A jest diagonalizowalna.

(i)

pokazuje, ze podobna zaleznosé¢ nie jest prawdziwa dla macierzy zespolonych: macierz J nie jest
diagonalizowalna (jest ona niediagonalna macierza Jordana), a jej wyznacznik det J = —1 jest
ujemny.

Macierz

Zadanie 4. Dla macierzy symetrycznej

11
A=110
01

[ )

wyznacz takg macierz P € R3*3, dla ktorej macierz PTAP jest macierzg diagonalng. Sprawdz
poprawno$¢ wyniku obliczajac iloczyn PTAP.

Przyktadowe rozwigzanie Macierz A jest macierzg formy kwadratowe]
o(x,y,2) =2+ 20y +2yz = (x+y)’ —* + 292z = (x+y)> — (y — 2)° + 22
Zgodnie z trescia zadania (wskazéwka) przyjmujemy

u=x+y, vVv=yY—2, W=2



co rownowaznie mozemy zapisa¢ jako

x
Y
z
gdzie

P —

jest poszukiwang macierza. Faktycznie,
1 00 1

PTAP=| -1 1 0 1

-1 11 0

1
0
1

OO =

0
1
0



Termin 1. 31 stycznia 2022 r.

Egzamin z algebry liniowej — Automatyka i robotyka

Zadanie 1. (5p+5p) Liczby 21, 29, 23 to pierwiastki wielomianu f (s) = —s + 352 + 1.

a) Zmajdz warto$é wyrazenia w = (1 +iz1)(1 4 i22)(1 +iz3).
b) Uzasadnij, ze kazda macierz A € R3*3, ktérej wielomianem charakterystycznym jest wielomian f, jest

nieosobliwa macierza diagonalizowalna.
3432+ 1=—(s—21)(s— 29) (2 — 23) zatem

a) Poniewaz f (s) =

w = (1+i21) (1+i2’2) (1+i2’3) = (—i)g (i—Zl) (i—Zz) (i—Zg) =
=i3f (i) =—i(=i*+ 3% +1) = —i (i —2) = 1 + 2i.

Przykltadowe rozwigzanie

Przykladowe rozwigzanie b) Poniewaz det A = f(0) = 1 # 0 zatem macierz A jest nieosobliwa. Dodatkowo,

poniewaz
354+ 6s=-3s(s—2)=0=s5=01ub s =2

J'(s) =~

oraz f(0) =1+#0, f(2) =5 # 0 zatem wielomian f posiada jedynie pojedyncze pierwiastki. To oznacza, ze
macierz A posiada trzy rézne wartosci wlasne; jest wiec macierzg diagonalizowalna.

Zadanie 2. (5p+5p) Rozwazmy endomorfizm F : w3 3 ax? + bx + ¢ — (¢ — b)z? + 2bx — 2a — b + 3¢ € 7y oraz
dwie bazy przestrzeni mo:

+a? up(@) = 14w, uy) =,
1

w: wup(r)=1
=1 wy(z)=1—z, ws(z)=

)

a) Wyznacz macierze endomorfizmu F' w tych bazach.
b) Wskaz, ktére z wektoréw tworzacych bazy u,w sa wektorami wlasnymi endomorfizmu F'; wypisz odpo-
wiadajace im wartosci wtasne. Czy endomorfizm F jest diagonalizowalny? Odpowiedzi uzasadnij.

Przykladowe rozwigzenie a) Poniewaz
F(uy(z) =2 +1=wu (x)
F (uz (x)) =22+ 2 = 2us (x)
F(uz(z)) = —2% 422 — 1 = —uy (2) + 2u3 (2)

zatem macierz A, endomorfizmu I w bazie u to

Podobnie,
1 () =22 + 3 =ws3 (z) — wy () + 3w (2)

F (w
(z)) = 222 — 22 + 4 = 2wz (z) + 2wy ()

F (wy
F (w3 (z)) = 22°% — 22 4+ 2 = 2ws ()

zatem macierz A,, endomorfizmu F w bazie w to

3 20
Apy=1| -1 0 0
1 2 2



Przykladowe rozwigzanie b) Z poprzedniego punktu wynika, ze wektorami wlasnymi endomorfizmu F' sa
u1, U2, ws; odpowiadajace im wartosci wlasne to odpowiednio A\; = 1 oraz Ao = A3 = 2. Poniewaz wektory
U1, U2, ws s liniowo niezalezne, zatem endomorfizm F jest diagonalizowalny; jego macierz w bazie u1, us, w3
to

1
Jr=1 0
0

o N O

0
0
2

Zadanie 3. (10p) Rozwazmy nastepujacy problem interpolacyjny: szukamy wielomianu p € 73 spelniajacego
warunki p(—2) = 3, p(—1) = 2, p(1) = 6. Zapisz te warunki w postaci uktadu réwnan liniowych ze wzgledu
na nieznane wspoélczynniki wielomianu p. Stosujac metode sprowadzania macierzy uzupetnionej uktadu do
postaci schodkowej, zbadaj ile rozwiagzan ma ten uklad; jezeli nie jest ukladem sprzecznym wyznacz jego
rozwigzania.

Przykladowe rozwigzanie Niech p (z) = az® + bx? + cx + d. Wéwcezas warunki z zadania prowadza do uktadu
rownan liniowych

8 4 -2 1 Z 3
11 -1 1 o l=12
1 1 1 1 o 6
Stad
8 4 -2 13 8 4 -2 1] 3 8 4 -2 1|3
2l =11 =1 112 | =r2| 0 4 —6 7|13 | =r2| 0 4 —6 7 |13
1 1 1 1|6 0 2 0 28 0 0 6 —-3|3

Oznacza to, ze rzA = rzU = 3, czyli uklad posiada nieskonczenie wiele rozwiazan zaleznych od jednego
parametru. Z postaci schodkowej macierzy U odczytujemy uktad réwnan (réwnowazny wyjsciowemu)

—8a+4b—2c+d=3
4b — 6¢c+ 7d =13
6c—3d =3

ktérego rozwiazania to
1

5)

3 1 1
=—-— = =4 - = —d+
a=3 2d, b d, c 2d

d € R.

Zadanie 4. (5p+5p) Rozwazmy forme kwadratowa ¢ : R3 3 (z,y, 2) — 22 + 4wy — 4oz + 4y? — Syz + 522 € R.

a) Zbadaj okreslonosé¢ formy kwadratowej .
b) Czy zbiér {(z,y,2) : ¢(x,y,2) < 0} tworzy podprzestrzen liniowa przestrzeni R3? W przypadku pozy-
tywnej odpowiedzi wyznacz baze tej podprzestrzeni.

Przykladowe rozwigzanie a) Mamy
¢ (z,y,2) = (z+ 2y — 22)° + 2°
zatem forma kwadratowa jest dodatnio pétokreélona.
Przykladowe rozwigzanie b) Poniewaz warunek
¢ (2,y,2) = (v +2y —22)° +2° <0
spelniony jest tylko dla z = x 4+ 2y = 0 zatem zbiér
{(z,y,2) s o (2,y,2) <O} ={(-2t,£,0) : t € R}

to jednowymiarowa podprzestrzen liniowa przestrzeni R3, przykladowy wektor bazowy to v = (=2, 1, O)T .
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Zadanie 1. (5p+5p) W zbiorze G = C wprowadzamy dzialanie x,
axb=a+0b+iab.

a) Sprawdz, czy struktura algebraiczna (G, %) jest grupa.

b) Rozwiaz réwnanie (x * (—z)) * 1 = 3 ze wzgledu na niewiadoma = € G. Rozwiazania zapisz w postaci
trygonometryczne;j.

Przykladowe rozwigzanie a) Dzialanie jest wewnetrzne w zbiorze G. Latwo réwniez zauwazy¢, ze dla dowol-
nych a, b, c € G mamy

(axb)xc = (a+b+iab)xc=a+b+iab+c+i(a+b+iab)c=
= a+b+c+i(ab+ ac+ be) — abe

oraz

ax(bxc) = ax(b+c+ibc)=a+b+c+ibc+ia(b+c+ibc)=
= a+b+c+i(ab+ ac+ be) — abe.

To oznacza, ze dzialanie * jest taczne. Jest réwniez przemienne, a zatem element neutralny e, o ile istnieje,
mozemy wyznaczy¢ z rOwnania a * e = a, z ktérego tatwo wynika, ze e = 0. W celu wyznaczenia elementu
symetrycznego a dla dowolnego elementu a € G, rozwiazujemy réwnanie

0O=e=axa=a+a+iaa = a(l +ia)+ a.
Latwo zauwazy¢, ze dla a = ¢ réwnanie to jest sprzeczne. Struktura (G, *) nie jest grupa.
Przykladowe rozwigzanie b) Zauwazmy, ze
(x*x(—x))*x1= (—ixQ) x1=—iz? + 1+ 2”

Musimy zatem rozwigza¢ réwnanie
—iz® + 14 2° =3,

ktore rownowaznie mozemy zapisaé jako

2
2% = T = 1+i:\@(0087r/4+isin7r/4).
-

Roéwnanie to ma dwa rozwiazania

9 = V2(cosw/8+isinm/8)
1 = —V2(cosm/8+isinm/8) = V2 (cos (m + m/8) + isin (r + 7/8)).

Zadanie 2. (5p+5p) Wielomian ¢4 (\) = —A3+2)2 — 1 jest wielomianem charakterystycznym pewnej macierzy
A € R?*3 spetniajacej réwnanie
0 0 -1
A2 —24=( 1 -1 -2
-1 0 1

Wyznacz macierz A. Upewnij si¢ co do poprawnosé odpowiedzi wyznaczajac wielomian charakterystyczny
otrzymanej macierzy oraz sprawdzajac, czy spelnia ona powyzsze rownanie.



Przykladowe rozwigzenie Na podstawie twierdzenie Cayleya-Hamiltona wnioskujemy, ze —A3 4+ 242 — I3 = 0,
co réwnowaznie mozemy zapisa¢ w postaci

Iy=—A(A*-2A) = -AB.

Stad
1 01
A=-B'=| -1 1 1
1 00

Druga czesé zadania jest zpelnie oczywista. W celu zminimalizowania liczby dzialan do wykonania (chociaz
zysk w tym przypadku nie bedzie powalajacy) mozemy macierz A? — 24 wyliczy¢ jako

1 01 -1 0 1 0o 0 -1
A2 —2A=A(A-2I;)=| -1 1 1 -1 -1 1 |=1 1 -1 =2
1 00 1 0 =2 -1 0 1
Zadanie 3. (5p+5p) Uzasadnij, ze macierze
1 00 100
1 11 01 1

sa podobne oraz wyznacz macierz nieosobliwa P € R3*3 ustalajaca to podobienstwo, tj. taka ze A = PBP~!,

Przykladowe rozwigzanie Obydwie macierze sa trojkatne dolne, wiec ich wartoéci wtasne stoja na przekatne;j.
Mamy wiec A\; = Ay = A3 = 1. Poniewaz

0 00
dimker(A—I3) =3—-rz(A—-I3)=3—rz| 1 0 0 | =1
1 10
oraz
0 00
dimker (B—1I3)=3—-rz(B—-I3)=3—rz|[ 1 0 0 | =1
010

zatem macierze te sa podobne do tej samej macierzy Jordana J = BT,

Aby otrzymaé¢ macierz P, wyznaczymy trzy liniowo niezalezne wektory gléwne macierzy A. Mamy:

0 00 T 0 0
1 00 y | = T =10
1 10 z T+y 0

skad wynika, ze z =y =0, z =t € R, t # 0. Stad v(!) = (0,0, t)T . Podobnie, z réwnania

0 0
x =10
T4y t

otrzymujemy = =0, y = t, z = s € R. Stad wektor gléwny rzedu drugiego to v(?) = (0,t, s)T . Z réwnania

0 0
z = t
Tty S



otrzymujemy z = t, y = s —t, z = r € R. Stad wektor gléwny rzedu trzeciego to v® = (t,s — t,r)T.

Przyjmujac np. t = 1, s = r = 0 otrzymujemy wektory tworzace kolejne kolumny macierzy podobienstwa
(macierzy przejécia — jak kto woli) @,

Dla niej
A=QJQ ' =QBTQ .

Zapisujac kolumny macierzy @ w odwrotnej kolejnosci (zob. wyklad — uwaga 9.1) otrzymujemy poszukiwana

macierz
1

0 0
P = -1 1 0
0 0 1
dla ktérej A = PBP~!.
Zadanie 4. (5p+5p) Niech ¢ (2,9,2) = 22 + % + (1 + a)2% + 2zy + 222 + 2yz, gdzie a € R to parametr.

a) Zbadaj okreslonoéé¢ formy kwadratowej ¢ w zaleznosci od wartosci parametru a.

b) Wyznacz macierz nieosobliwa P, dla ktérej macierz PT AP jest macierza diagonalna; sprawdz poprawnosé
rozwigzania wyznaczajac macierz P7 AP. Macierz A to macierz symetryczna formy kwadratowej .

Przykladowe rozwigzanie a) Zauwazmy, ze
o(x,y,2) = (x+y+2)> +az.
Stad, dla a > 0 forma kwadratowa ¢ jest dodatnio pétokredlona, dla a < 0 jest nieokreslona.
Przykladowe rozwigzanie b) Poniewaz
o (x,y,2) = (@ +y+2)° +az® = (x+y+2)*+0y? + a2,

zatem przyjmujac X =x+y+2,Y =y, Z =z lubréwnowazniez =X -Y - Z, y =Y, z = Z, tj.

x 1 -1 -1 X
y |=10 1 0 Y
z 0 0 1 Z
otrzymujemy poszukiwang macierz P,
1 -1 -1
P={(0 1 0
0 0 1
Sprawdzmy,
1 00 11 1 1 -1 -1 100
PfaP=| -1 1 0 11 1 01 0 |=lo000],
-1 0 1 11 1+4a 0 0 1 0 0 a

zgodnie z oczekiwaniami.



