Rozdzial 1

Podstawowe struktury algebraiczne

1.1. Dzialania wewnetrzne

Niech X bedzie zbiorem niepustym. Dowolna funkcje A : X x X — X nazywamy dzialaniem
wewnetrznym w zbiorze X. Dzialanie wewnetrzne, jak kazda funkcje, mozemy okresla¢ na wiele
sposobdéw:

e stownie: w grupie studentéw jednej z krakowskich uczelni uczeszczajacych regularnie na wyktad
z algebery liniowej (zakladamy, ze jest to zbiér niepusty) wprowadzamy dzialanie, ktére z pary
elementéw wybiera element starszy (decyduje numer PESEL);

e graficznie: aby zdefiniowaé funkcje h : N x N — N wystarczy w uktadzie Oxyz zaznaczy¢ stosowne
kropki;

o tabelg dziatan: w zbiorze X = {&, #," 1} wprowadzamy dziatanie h:
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na przyklad: h (#,H) = &; h (0K, &) =>X;
e wzorem: h:R xR > (z,y) - max{z,y} € R.
1.1.1. Wlasnos$ci dzialan wewnetrznych
Niech h bedzie dzialaniem wewnetrznym w zbiorze X.

Definicja 1.1. Element e € X speilniajocy warunek
Ve e X h(e,z) =h(xz,e) =z (1.1)
nazywamy elementem neutralnym dziatania h.

Zaktadajac, ze w zbiorze X dla pewnego dziatania wewnetrznego h istniejg dwa elementy neutralne
e1 i eo, mamy:
€1 = h (61,62) = €92.

Stad wynika nastepujace



1.2. Grupy, pierécienie, ciata

Twierdzenie 1.1. Jezeli element neutralny istnieje to jest jedyny.
Definicja 1.2. Dzialanie wewnetrzne h: X x X — X nazywamy dzialaniem lgcznym, jezeli

Vae,y,z € X h(z,h(y,z)) =h(h(z,y),z). (1.2)
Definicja 1.3. Dzialanie wewnetrzne h : X x X — X nazywamy dzialaniem przemiennym, jezel:

Ve,y e X h(xz,y)=h(y,x). (1.3)
Niech h : X x X — X bedzie dzialaniem wewnetrznym o elemencie neutralnym e.
Definicja 1.4. JeZeli dla elementu x € X istnieje element ¥ € X spelniajgcy warunek
h(Z,z) =h(z,Z) =e,

to element * nazywamy elementem symetrycznym dla elementu = wzgledem dziatania h.

Zaltézmy, ze T1, T2 sa dwoma elementami symetrycznymi dla elementu x wzgledem dziatania tacz-
nego (!) h o elemencie neutralnym e. Wéwczas

%1 = h(e,fl) =h (h (EEQ,x) ,:’L‘Vl) = h(fQ, h(l’,ff‘l)) =h (:’L‘Vg,e) = 52,

skad wynika nastepujace

Twierdzenie 1.2. Jezeli dzialanie wewnetrzne jest lgczne oraz posiada element neutralny, to kazdy
element posiada co najwyzej jeden element symetryczny.

Przyktad 1.1. W zbiorze X = {a,b,c} wprowadzamy dzialanie h okreslone ponizszq tabelg:
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Latwo stwierdzié, zZe dziatanie h posiada element neutralny e = a. Poniewaz elementy b oraz ¢ posiadajg
po dwa elementy odwrotne, ktorymi sq¢ b oraz c:

h(b,b) = h(b,c) = h(c,b) = h(c,c) = e = a,
zatem, na podstawie twierdzenia 1.2, dziatanie to nie jest lgczne. Faktycznie:
¢ = h(h(b,b),¢) # h(b, h(b,c)) = b.

Przyktad 1.2. Rozwaimy ponownie grupe krakowskich studentow uczeszczajgeych na wyktad z algebry
lintowej. Latwo sprawdzié, Ze wprowadzone w tym zbiorze dzialanie jest tgczne © przemienne. Elemen-
tem neutralnym wzgledem tego dzialania jest najmiodszy element, 1. ....cocoviiiiiiiiiiiiiiiiiiiiinine. ;
jest on jednoczesnie jedynym elementem, ktory posiada element symetryczny — jest nim on sam.
1.2. Grupy, pierscienie, ciala

Niech G bedzie dowolnym zbiorem niepustym, a h : G x G — G dzialaniem wewnetrznym w G.

Definicja 1.5. Pare (G, h) nazywamy grupa, jezeli:

o dzialanie h jest lgczne;
e dziatanie h posiada element neutralny;



1.2. Grupy, pierécienie, ciata

o kazdy element G posiada element symetryczny wzgledem dzialania h w G.
Jezeli dzialanie h jest przemienne, to grupe (G,h) nazywamy grupa abelowa (przemienng).
Przyktad 1.3. Kazda z ponizszych struktur jest grupg:

a) (Z,+), tj. zbior liczb calkowitych z dzialaniem dodawania liczb; elementem neutralnym jest e = 0,
elementem symetrycznym dla dowolnej liczby z € 7 jest liczba z = —z (nazywana w tym przypadku
elementem przeciwnym,);

b) (R\{0},-), tj. zbior liczb rzeczywistych bez zera z dzialaniem mnoZenia liczb; elementem neu-
tralnym jest e = 1, elementem symetrycznym dla dowolnej liczby v € R\ {0} jest liczba 7 = %

(nazywana w tym przypadku elementem odwrotnym);

¢) (Zmy+modm) , gdzie, dla ustalonej liczby naturalnej m, Zy,, = {0,1,...,m — 1} oraz dla a,b € Zy,

(@4 b)0am (czyt. a+b modulo m) to reszta z dzielenia a + b przez m, np.
(2 =+ 5)m0d6 = Tmodes = 1.
Elementem neutralnym wzgledem dziatania +moam jest € = 0; elementem symetrycznym jest

n=m—n dlan € Zy,\{0} oraz 0 = 0;

d) (B(X),o0), tj. zbior bijekcji okreslonych na niepustym zbiorze X o wartosciach w X, z dzialaniem
sktadania odwzorowan: (fog)(x) = f(g(x)), dla x € X. Elementem neutralnym jest funkcja
identyczno$é idx : X > x — x € X; elementem symetrycznym dla bijekcji f jest funkcja do niej
odwrotna f~% (réwnie bijekcja — zob. Wyklad z analizy matematycznes).

Grupy z punktéow a), b) i c¢) sq abelowe; grupa z punktu d), w przypadku, gdy zbior X liczy wiecej niz
dwa elementy, nie jest abelowa.

Niech teraz h; i he beda dwoma dzialaniami wewnetrznymi w niepustym zbiorze G.
Definicja 1.6. Strukture (G, hi, he) nazywamy cialem, jezeli:

e (G, hy) jest grupg abelowq, tj.
a) dzialanie hy jest lgczne;
b) dzialanie hy posiada w G element neutralny e;;
¢) kazdy element G posiada element symetryczny wzgledem dzialania hy;
d) dzialanie hy jest przemienne;
o (G\{e1},ho) jest grupg abelowq, tj.
e) dzialanie hy jest lgczne;
f) dzialanie ho posiada w G\ {e1} element neutralny;
g) kazdy element G\ {e1} posiada element symetryczny wzgledem dzialania ho;
h) dzialanie he jest przemienne;
e dzialanie hy jest rozdzielne wzgledem dziatania hy, tzn.

Va,y,z € G ho (z,h1 (y,2)) = h1 (ha (z,y) , ha (x, 2)) . (1.4)

Strukture (G, hi, h2), ktora spelnia wszystkie warunki definicji 1.6, za wyjatkiem warunku g) nazy-
wamy pierscieniem.

Zauwazmy, ze oznaczajac dzialanie hy przez ,+”, a dzialanie ho przez -7, tzn.:
h(z,y)=z+y,  ha(z,y) =2y,
warunek (1.4) przyjmuje dobrze znana postaé:

Ve,y,z€ G z-(y+z2)=x-y+x--z



Przykltad 1.4. Niech m(R) oznacza zbior wszystkich wielomiandw o wspélezynnikach rzeczywistych:
m(R) = {x—>ana:”+an,1xn_1+...+a1x+a0:ai eRrR (izO,...,n),nEN}.

Latwo sprawdzié, ze struktura (m(R), +,-), gdzie + oraz - to naturalne dzialania dodawania i mnozenia
wielomiandw, jest pierscieniem; warunek g) nie jest spelniony, gdyz odwrotnosé wielomianu na o0gél
nie jest wielomianem (kiedy jest?).

Przyktad 1.5. KaZda z ponizszych struktur jest cialem (éwiczenie):

o (R,+,-), gdzie + oraz - to naturalne dzialania dodawania i mnozenia liczb;

e (Q[r],+,), gdzie r € R\Q oraz Q[r] = {x+ry:z,y € Q}, a + oraz - to naturalne dzialania
dodawania © mnozZenia liczb;

o (L(R),+,0), gdzie L(R) ={f:R>x —ax € R:a € Q} oraz + i o to naturalne dzialania do-
dawania oraz sktadania funkcji.

Przyklad 1.6. Na zakoriczenie wykazemy, Ze zbior R? z dzialaniami dodawania i mnozenia okreslo-
nymsi ponizej:

(w1,y1) + (22, 92) := (21 + 72,91 + ¥2),
(z1,y1) - (22, 92) := (x122 — Y1Y2, T1Y2 + T2y1)

rowniez jest ciatem. Warunki a) oraz d) definicji 1.6 sq oczywistymi konsekwen- cjami lgcznosci oraz
przemiennosci dodawania liczb; warunki €), g) oraz rozdzielno$é - wzgledem + sprawdzamy bezposred-
nimi prostymi rachunkami. Wprost z definicji dzialania + wynika, ze e = (0,0) jest jego elementem
neutralnym, natomiast elementem symetrycznym (w przypadku dzialania oznaczanego + nazywany
elementem przeciwnym) dla elementu (x,y) jest (—x,—y). Rozwigzujgc uklad réwnar

{$61—y62:l‘

reg +yer =y
ze wzgledu na niewiadome ey, es, znajdziemy element neutralny e. = (e1,es) dla dzialania -. Po
prostych rachunkach otrzymujemy e. = (1,0) . Podobnie, rozwigzujec uklad réwnan

xr —yy =1

xy+yr =20

ze wzgledu na niewiadome T,y znajdziemy element symetryczny (T,y) (w przypadku dzialania ozna-
czanego - nazywany elementem odwrotnym) dla dowolnego niezerowego elementu (x,y). Po prostych

rachunkach otrzymujemy:
o x —y
)= <$2+yz’ z? +yz> '




