Rozdzial 2

Liczby zespolone

Zbiér C = R? z dzialaniami + oraz - okreslonymi ponizej:
(1, 91) + (2, 92) == (21 + 22,91 + ¥2), (2.1)
(z1,91) - (¥2,y2) := (122 — Y1Y2, T1Y2 + T2Y1)

jest cialem (zob. przyklad 1.6, str. 7); jest to tzw. cialo liczb zespolonych. Przypomnijmy, ze
elementem neutralnym dla dodawania jest 0 = (0,0), dla mnozenia 1 = (1,0) . Elementem przeciwnym
dla elementu (x,y) jest (—x, —y), elementem odwrotnym dla dowolnego niezerowego elementu (z,y)

jest
-1 z —Y
($7y) - <x2+y27$2+y2>'

Dowolny element z = (z,y) € C mozemy interpretowaé jako punkt (wektor) ptaszczyzny R2. Poniewaz

z=(z,y) = (2,0) + (0,y) = (#,0) - (1,0) + (3,0) - (0, 1) (2.3)

zatem, utozsamiajac liczbe zespolona (x,0) z liczba rzeczywista x oraz przyjmujac oznaczenie
i = (0,1), uwzgledniajac réwnosc¢ (2.3), otrzymujemy postaé kanoniczng (dwumienna) liczby ze-
spolonej

z =+ 1y;

x = Re (z) nazywamy czescig rzeczywista, y = Im (z) czescia urojona liczby zespolonej z. Dwie
liczby zespolone sa rowne, jezeli maja réwne czesci rzeczywiste oraz czesci urojone. Liczbe i = (0,1)
nazywamy jednostka urojong. Zauwazmy, ze

i2=1(0,1)-(0,1) = (-1,0) = —1.

Postaé¢ kanoniczna liczby zespolonej umozliwia dodawanie i mnozenie liczb zespolonych tak samo jak
wielomianéw, tzn. podobny do podobnego (w przypadku dodawania):

21+ 20 =x1+1iy1 + 2+ tys = (.7}1 +x2)+i(y1 +y2)
oraz kazdy przez kazdy (w przypadku mnozenia):

21+ 20 = (x1 + Y1) (x2 + 1y2) = x122 + ix1Y2 + (Y122 + PPyiys = . ..



2.1. Sprzezenie, modut oraz argument liczby zespolonej

i dalej, uwzgledniajac warunek 2 = —1,
ce= 21T — Y1y + 1 (T1Y2 + y132) -

Poréwnaj te wyniki ze wzorami (2.1) oraz (2.2).

2.1. Sprzezenie, modut oraz argument liczby zespolonej
7 kazda liczba zespolong z = x + i1y mozemy stowarzyszy¢ liczbe zespolona z = = — iy nazywana
sprzezeniem liczby z, oraz nieujemna liczbe rzeczywista |z| = /22 4+ y? nazywana modutem liczby
zespolone;j.
2.1.1. WtlasnoSci sprzezenia oraz modulu liczby zespolonej
Niech z, 21, z0 € C; wowczas:
o 2+z=2Re(z),z—z=2ilm(z);
e mm=a-m (2) =5 ()

. 2
o z-Z=|z|";

|21

|22’

o |21 2| = |2 |22], ‘%
o |21+ 20| < 2] + |22
Niech z = z + iy bedzie dowolna niezerowa liczba zespolona. Wéwczas

z=x+ 1y =|z| (M +z|yz|> = |z| (cosa + isina), (2.4)

gdzie kat a = arg(z), nazywany argumentem liczby zespolonej, wyznaczamy rozwiazujac uktad

rownan
cosa =
sina =

Mozna latwo wykazaé, ze w dowolnym przedziale postaci [r, r + 27) lub (r, r 4+ 27| (r € R) uklad ten
ma doktadnie jedno rozwiazanie, a dowolne dwa jego rozwigzania réznia sie o catkowity wielokrotnosé
27. Ten z argumentéw liczby zespolonej, ktéry lezy w przedziale (—m, 7| nazywamy argumentem
gléwnym i oznaczamy Arg (z).

Przyktad 2.1. Dla liczby z = 1 — i mamy: Re(1—i) = 1, Im(1 —14) = —1, |1 —i| = V2. Aby
wyznaczyé argument liczby 1 — i musimy rozwigzacé ukiad réwnan

ke s

z

{ cosa = % = g

- -1 _ 2

SIn o = 72 =73

Jego rozwigzaniem jest kazda z liczb —75 + 2kn (k € Z), zatem Arg (1 —i) = —7. Ostatecznie

=i =2 (cos (=] ) +isin (- 7).

2.2. Postaé trygonometryczna liczby zespolonej
Znajac modul |z| oraz argument « liczby zespolonej z mozemy zapisaé ja w postaci
z = |z| (cosa+isina)

nazywanej postacia trygonometryczna liczby zespolonej. Dwie niezerowe liczby zespolone sg réwne
jezeli maja réwne moduly i argumenty gltéwne (ich argumenty moga sie natomiast r6znié¢ o catkowita
wielokrotno$é 27). Liczba 0 jest jedyna liczba zespolona jednoznacznie okre§lona przez jej modul.

! Dazielenie przez liczbe zespolona z rozumiemy jako mnozenie przez liczbe z 7.



2.2. Posta¢ trygonometryczna liczby zespolonej

A
Im

1Y @ z=x+1y
s
ty
% i
N4 :

0| “a= Argz i T ‘
T Re
— Y @ ° Z=T—1Y

Wykres 1. Interpretacja geometryczna liczby zespolonej, jej modutu, sprzezenia oraz argumentu.

2.2.1. Mnozenie oraz dzielenie liczb zespolonych zapisanych w postaci
trygonometrycznej
Niech z; = |z1| (cosaq + isinay) oraz zo = |22| (cos az + isin ag). Wowczas:

z1z9 = |z1] (cos a + isin ay) |z2| (cos g + i sin ag)

= |21] |22] ((cos a1 cos ag — sin ag sin ag) + 7 (cos v sin g + sin g cos az))
oraz dla zo # 0

21 |z1](cosar +isinay)  [z1] (cosag +isinay) (cos ag — isinag)

22 |z2|(cosag +isinag) |z |cos aig 4 i sin g |?

_ |~| : . . ,
= ﬁ ((cos a cos g + sin oy sin aig) + 4 (sin g cos ag — cos ag sinaw)) .
)

Stad, po zastosowaniu wzordéw

cos (a1 £ i) = cos o cos ay F sin g sin ag

sin (a1 £ ag) = sin «y cos ag + sin ag cos g

otrzymujemy prosty przepis na iloczyn oraz iloraz liczb zespolonych zapisanych w postaci trygonome-
trycznej:
a) 2129 = |21 |22] (cos (a1 + ) +isin (a1 + a9));
b) Z = % (cos (a1 — ag) +isin (a1 — ag)), gdzie z2 # 0.

Ze wzorow tych wynikaja nastepujace wtasnosci argumentu iloczynu oraz argumentu ilorazu liczb
zespolonych:

o arg(z129) = argz; + arg zo + 2km, dla k € Z;
e arg (%) = arg z1 — arg zp + 2km, dla k € Z;

ponadto, poniewaz Arg (z-%) =0,

o argz= —argz+ 2km, dla k € Z.
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2.3. Pierwiastek n—tego stopnia z liczby zespolonej

2.2.2. Wzdor de Moivre’a

Ze wzoru na iloczyn liczb zespolonych wyrazonych w postaci trygonometrycznej wynika, ze
(cos a + i sina)? = cos 20 + i sin 20v.
Zaleznosé te mozna w prosty sposéb uogdlni¢ uzyskujac tzw. wzér de Moivre’a (prosty dowod
indukcyjny pozostawiam jako ¢wiczenie):
(cosa +isina)” = cos (na) + isin (na) , dla n € Z.
Przyktad 2.2. Aby obliczyé wartosé wyrazenia
(-1-v3)’
(—1+14)*
wygodnie jest jego licznik © mianownik sprowadzi¢ do postaci trygonometrycznej, a nastepnie zastoso-

waé do nich wzor de Moivre’a.
Niech 21 = —1 —i\/3 oraz 20 = —1 +i. Wéwezas

cosar = —3 cos ay = — 42
Zatem Arg (z1) = —2m oraz Arg (22) = 3m. Mamy wiec:
_ (1= VEi)’ _ (2(cos (<3m) +isin (=3m))° _
(1) (V2(cosirtisinda))t

stosujgc teraz wzor de Moivre’a, otrzymujemy

9 (cos (—67 7sin (—67
T s ((22 (52056372 iisinéﬂ)ﬁ) ) =27 (cos (—97) + isin (—97)) = —27.

2.3. Pierwiastek n—tego stopnia z liczby zespolonej

Niech n € N bedzie ustalona liczba naturalna, a ¢ € C ustalona liczba zespolona. Rozwazmy
nastepujace réwnanie
2" =c. (2.5)
Kazda liczbe zespolona z dla ktérej réwnanie (2.5) jest prawdziwe nazywaé bedziemy jego rozwia-
zaniem. Celem naszym bedzie podanie przepisu pozwalajacego znajdywaé (wszystkie) rozwiazania
réwnania (2.5).
Zapiszmy szukane rozwiazanie z oraz zadang liczbe ¢ w postaci trygonometryczne;j:

z =|z| (cosa+isina), ¢ = |c|(cosy+isiny),

a nastepnie podstawmy je do réwnania (2.5). Po zastosowaniu wzoru de Moivre’a otrzymujemy réw-
nanie

|2|" (cos na + i sinna) = |¢| (cosy + isin7y),
z ktérego natychmiast wynika, ze

n

|z|" =|c| oraz no =+ 2km, k€Z
lub réwnowaznie: ok
|z| = {/|c| oraz a= u, ke Z.
n
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2.3. Pierwiastek n—tego stopnia z liczby zespolonej

Twierdzenie 2.1. Jezeli ¢ € C\ {0} oraz n € N to réwnanie 2" = ¢ posiada n rézZnych rozwigzan

20, - -, 2n—1 postaci
2k 2k
2z = V¢ (cos il + isin ’Y+7T> ) (2.6)
n n

dla k=0,...,n—1; v € argec.

Uwaga Dla ¢ € C zapis {/c oznacza zbiér (!) wszystkich liczb zespolonych, ktérych n—ta potega to ¢;
jest to wiec zbidr rozwigzan rownania z" = c, tj.

%:{ZO""vznfl}’

gdzie liczby zj okresla wzor (2.6). Ten sam zapis stosuje sie réwniez do funkcji pierwiastkowej
ViR 32— VT eR,.

W tych dwéch przypadkach ten sam zapis ma zastosowanie do réznych obiektéow: w pierwszym przy-
padku oznacza zbiér, w drugim liczbe.

2.3.1. Interpretacja geometryczna pierwiastka z liczby zespolonej

Uzytecznym przepisem na rozwiazania réwnania (2.5) jest réwniez, wynikajaca ze wzoru (2.6), formula

2 2
2 = Zh_1 <cosw+isinﬂ), k=1,...,n (2.7)
n n

w ktorej zp jest jednym z rozwiazan réwnania (2.5). Wynika z niej, ze liczba zespolona (wektor
plaszczyzny zespolonej) z; powstaje w wyniku obrotu zp o kat 2%; podobnie 29 to wynik obrotu z; o
ten sam kat. Ogdlnie, 2,11 powstaje z obrotu z; o kat 27” Innymi stowy, liczby 2o, ..., 2,—1 bedace
rozwigzaniami réwnania 2" = ¢ stanowia wierzchotki n—kata foremnego wpisanego w koto o promieniu

r= {/l|c.

A

Im

2T + s 2T

Z1 = COS — 7811 —
! 5 5
47

47 4 st
Z9 =— COS — 781N —
2 5 5

zZ0 = 1 »
Re
_ 67 s
23 = COS ? + zsm?
8T .. 8T
Z4 = COS ? + zsm?

Wykres 2. Interpretacja geometryczna rozwiazan réwnania z° = 1.
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2.4. Posta¢ wyktadnicza liczby zespolonej

Przyktad 2.3. Rozwaimy réwnanie 23 = 1 —i. Aby znaleZé jego rozwigzania postuiymy sie wzorem
(2.6). Poniewaz |c| = |1 —i| = /2 oraz v = Arg (1 — i) = = (20b. przyklad 2.1), mamy

_x _x _
20 = \6/5<cos <34) + 7 sin <34)> = %(cos% —isin%) ,

& +2r & +2r
z1 = %(Cos%—i—isin‘l:))) = %(—sin%—i—icos%),

-3 +4r —7 +4r —1—i
29 = \6/§<cos43+z'sin43> = %(—cos%—isin%) :WZ.

Przyktad 2.4. Wykorzystujgc wyliczong w poprzednim przykiadzie warto$¢ pierwiastka zo oraz stosu-
jac wzor (2.7), obliczymy jawne wartosci pozostalych dwéch pierwiastkéw. Otrzymujemy odpowiednio:

27r+,. o —1—¢( T i 7r> 1443 (1 /3
zZ0 = & COS — 7811l — = - — COS — 781N — ) = - - — 11— =
0= 3 3 2 3 3 V2
_1+\/§+i1—\/§

232 292

2

(1 ﬂ) 1—1—2’(1 \/§> 1-v3  1+43

21222 f— =

2 7'

- i +1 .
22 V2 2V2 2V2

Przyktad 2.5. Rozwaimy réwnanie 2*|z| = —Z. Jego rozwigzan poszukamy w postaci trygonome-
trycznej z = r (cosa +isina). Mamy:

24 2] = 5 (cos 4a + i sin 4a)

—Z = (cosm +isinm) - r(cos (—a) + isin(—a)) = r (cos (m — o) + isin (1 — ).

Poréwnujgc moduly oraz argumenty tych liczb otrzymujemy ukiad réwnan:

=
do=1m—a+2kr, keZ ’

ktorego rozwigzaniem jest r € {0,1} oraz o € {:I:E, :I:%”,w}. Ostatecznie, rozwigzaniem wyj$ciowego
rownania sq liczby
T T 3T 3T
—1,0,cos — £4sin —,cos — L isin — ;.
{ T 5 5’ 5 5 }

2.4. Postaé¢ wykladnicza liczby zespolonej

Wychodzac od postaci trygonometrycznej liczby zespolonej
z = |z| (cos a + i sin «v)
oraz uwzgledniajac wzér (ktérego uzasadnienie wymaga znajomosci szeregdw potegowych)
e =cosa+isina (dla a €R)
otrzymujemy tzw. posta¢ wyktadniczg liczby zespolonej:

z=re",
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w ktérej » > 0 to modul, a a € R argument liczby zespolonej z. Dwie liczby zespolone z; = r1€'®! oraz
zo = 1roe'™®? zapisane w postaci wykltadniczej sa réwne, jezeli maja te same moduly, a ich argumenty
réznia si¢ o catkowita wielokrotnosé 2, tj.

71€" = 1r9e'®*? & | = rg oraz ay = ag + 2k.

Ciekawostka Zapisujac liczbe —1 w postaci wykladniczej otrzymujemy zwarty wzor laczacy pieé
najwazniejszych stalych matematycznych: 0 (element neutralny dodawania), 1 (element neutralny
mnozenia), i, € oraz m

€™ +1=0.

Przez wielu, wzor ten jest uznawany za najpiekniejszy wzdér matematyki.

2.5. Logarytm oraz potegi zespolone*

Jak wynika z powyzszych rozwazan, dla liczby zespolonej z = x + iy, gdzie x,y € R mamy
e” = e = ¢% (cosy + isiny) .

Powyzsze rozszerzenie definicji funkcji wyktadniczej na zbior liczb zespolonych umozliwia zdefiniowanie
logarytmu dla argumentu zespolonego: dla z,w € C

logz=w<& z=c¢e".

Dla z # 0 mamy

_ ln\z|eia In |z|+ic

z = |z]e® =e

skad wynika, ze
logz=1In|z| +iArgz +i2kmw, ke€Z.

Funkcje
Logz =1In|z|+iArgz
nazywamy galezig gléwna logarytmu.
Przyktad 2.6. Mamy
. . i . 1 i
Log(l) =0, Log(e)=1, Log(—1)=/1m, Log(i)= ig Log(1+1i) = 51n2 + iy

Powyzsze rozszerzenie definicji logarytmu na liczby zespolone umozliwia zdefiniowanie poteg ze-
spolonych liczb zespolonych:

LW .— ewlogz,

gdzie z,w € C oraz z # 0.
Przyktad 2.7. Mamy

i = gilogi _ gi(Logitizkm) _ =527 g1} c 7,

oraz

-, (g—i—k‘w +isin (g—l—k‘w) - 4.



