Rozdzial 5

Macierze

Funkcje, ktéra kazdej parze liczb naturalnych (i,7) (i =1,...,n;j = 1,...,m) przyporzadkowuje
dokladnie jedna liczbe a;; € F, gdzie F = R lub F = C, nazywamy macierzg (rzeczywista, gdy F = R,
zespolona w drugim przypadku). Macierze zapisujemy w postaci prostokatnych tablic:

ai;] a2 ... Qaim
Q a e a

A= 21 22 2m : (51)
an1 AaQp2 ... Qpm

bedziemy tez stosowaé uproszczona notacje A = [agj], .. Macierz (5.1) to macierz wymiaru n x m
— ma ona n wierszy (poziome) i m kolumn (pionowe). Zbiér macierzy wymiaru n x m o elementach
z ciala F bedziemy oznaczaé¢ F™*™. Jezeli m = n to macierz nazywamy macierzg kwadratowa
stopnia n. Macierz zerowa to macierz zlozona z samych zer: 0 = [0], ., . Macierz kwadratowa,
ktérej wszystkie elementy — za wyjatkiem byé moze tych stojacych na przekatnej — sa réwne zero
nazywamy macierzg diagonalna:

ail 0 0
. 0
diag (a11, .-, ann) =
: . 0
0 ... 0 apn

Macierz diagonalng z jedynkami na przekatnej nazywamy macierza jednostkowsa (ozn. I lub I,
aby podkreslié, ze jest to macierz wymiaru n X n):

1 0 0
I= 0

0

0 0 1

Jezeli wszystkie elementy macierzy kwadratowej stojace pod (nad) przekatna sa réwne zero to macierz
te nazywamy macierza trojkatna gérnag (tréjkatng dolng). Macierze diagonalne sa jednocze$nie
trojkatne gorne i trojkatne dolne.
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5.1. Dziatania na macierzach

5.1. Dzialania na macierzach

5.1.1. Dodawanie macierzy oraz mnozenie macierzy przez skalar

W zbiorze macierzy F"*™ wprowadza si¢ naturalne dzialania dodawania macierzy oraz mnozenia
macierzy przez skalar:

o jezeli A= [aij]nxm, B = [bij]nxm to A+ B = [aij + bij]
o dlaaeF: ad = |aay]

Przyktad 5.1. Mamy

nxm?’

nxm’

230+1—21_311
1 -2 1 0o 1 2| |0 -1 3

LAa]-15 0]

Zbiér macierzy prostokatnych ustalonego wymiaru (mozemy dodawaé tylko te macierze, ktére maja
ten sam wymiar) z dzialaniami zdefiniowanymi powyzej jest przestrzenia wektorowa nad cialem liczb

oraz

rzeczywistych.
5.1.2. Mnozenie macierzy
Niech A = [a;;] € F**k, B = [b;;] € FF*™. Mozemy wéwczas zdefiniowaé macierz C' = [¢;;] € F™X™:
m . .
cij = > aigbyj, (i=1,...,n; j=1,....,m) (5.2)
k=1
bedaca iloczynem macierzy A i B; ozn. C' = AB.

Uwaga Aby mozna bylo wyznaczyé¢ macierz AB, liczba kolumn macierzy A musi by¢ rowna liczbie
wierszy macierzy B.
Przyktad 5.2. Mamy:

2 3 0 B
[1—21] 2.0

[2~1+3-2+0-(1) 2:(=2)+3-0+0-1
1:1-2-2+1-(=1) 1-(=2)+(-2)-0+1-1

I

1 -2 [2 3 0] [1-24(-2)-1 1-34(-2)-(-2) 1-0+(-2)-1

oraz

=| 2-2+40-1 2.340-(-2) 2-040-1

=21 -1-241-1 —-1-341-(-2) -1-0+1-1

o 7 =2
= 4 6 0
-1 -5 1
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5.1. Dziatania na macierzach

Wtasnosci iloczynu macierzy:

Zakladamy, ze wymiary macierzy A, B,C'" wystepujgcych w ponizszych warunkach sq takie, ze wszystkie
WYrazZenia majq Sens.

(i) Dzialanie okreslone wzorem (5.2) jest:
o lgczne: A(BC) = (AB)C;
e rozdzielne wzgledem dodawania: A(B+ C) = AB + AC,
e posiada element neutralny — jest nim macierz jednostkowa;
(ii) Na ogol: AB # BA,
(iii) AB=0+ A=0 lub B = 0;
(iv) AB=AC,A#+0+ B=C.

Cwiczenie Do punktéw (ii)—(iv) podaé stosowne przyklady.

5.1.3. Macierz transponowana

Niech A = [a;j] € F"™™ bedzie dowolna macierza. Macierz AT € F™*"  odzie

1<

AT = [ag;]" = [aji],

nazywamy macierza transponowang. Kolumny (wiersze) macierzy A sa wiec wierszami (kolum-
nami) macierzy AT,
Wtasnosci operacji transponowania macierzy:
o (A+B)" =AT 4+ BT,
o (ad)l =aAT dlaacT;
(AB)T = BT AT gdzie A, B € F™*".
5.1.4. Macierz sprzezona

Niech A = [a;;] € C"*™ bedzie dowolng macierza. Macierz A* € C™*" okreslona wzorem

* af
A = Jay)" L @),
nazywamy macierzg sprzezona.
Wtlasnosci operacji sprzezenia macierzy:
e (A+ B)"=A*+ B*;
o (aA)" =aA* dlaaeC;
e (AB)" = B*A*, gdzie A, B € F"*".
Przyktad 5.3. Dla macierzy
1 -1 1 147¢ 3
A=1 2 1 oraz B=1[ -2 2 0
0 3 3 2—31 —1
mamy
1 -2 3
AT = 120 oraz B*=| 1—i 2 241
-1 1 3
—1 0 —1
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5.2. Wyznacznik macierzy

5.2. Wyznacznik macierzy
5.2.1. Definicja aksjomatyczna

Niech F"*™ oznacza zbiér macierzy kwadratowych stopnia n o elementach z ciala F = R lub F = C.
Definicja 5.1. Funkcje det : F"*"™ — T speiniajocg warunksi:

(i) dla macierzy kwadratowej A = [a;5] = [A1, ..., Ay, gdzie A; oznacza i—tq kolumne A, przeksztal-
cenie A; — det [A1,..., A, (i=1,...,n) jest liniowe, tzn. dla o, B € F:

det [A1,...,aA; + BB, ..., Ap] = adet[A1,..., Ai, ..., Ay] + Bdet[A1, ..., B;, ..., Asl;
(ii) det jest funkcjq alternujgcq, tzn. dla A; = A; (dla wszystkich i # j):
det[Ay,..., A, ... A, ... A, =0,
(iii) det (1) =1
nazywamy wyznacznikiem.
7 powyzszej definicji wynika natychmiast nastepujacy wniosek.

Whiosek 5.1. Jezeli w macierzy kwadratowej zamienimy miejscami dwie kolumny (wiersze), to jej
wyznacznik zmient znak na przeciwny.

Dowéd: Rozwazmy macierz powstala z macierzy A przez dodanie do jej i—tej oraz j—tej kolumny
odpowiednio kolumny j-tej oraz i—tej:

[, A+ A, A+ A, ]
Z warunku (ii) powyzszej definicji wynika
det[...,A;+Aj,...,Ai+A;,...]=0.
Dodatkowo, z warunkow (i) oraz (ii):

O=det[...,4; +A4;,..., A4+ A4;,. ]
=det[..., A, ..., A+ A, .. ]+det[...,A4;,..., 4+ Aj,..]
=det[..., A, ..., A;, .. ] +det ... A, .. AL ]+
+det[..., A5, ... A, . ] +det]... A, ... Ay ]
=det[..., A, ..., Aj,..J+det[..., A5, ..., A ],

skad ostatecznie wynika

det[...,Ai,...,Aj,...]:—det[...,Aj,...,Ai,...].
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5.2. Wyznacznik macierzy

Przyklad 5.4. Rozwaimy macierz A € R3*3 postaci

Na podstawie definicji 5.1 mamy
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0
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210 1 0
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5.2. Wyznacznik macierzy

Kolumny macierzy A € F™*" sa elementami przestrzeni F"; mozemy wiec wyrazié je jako kombi-

nacje liniowe wektoréw bazy kononicznej ey, ..., ey:

n
A; :Zakiek, dlai=1,...,n.

k=1
Stad
detA =det | > ag1€rys- s D QonCh, | = Do -0 D Qkyl--- Ak, ndet [, ..., ek, ]
ki=1 kn=1 ki=1  ky=1
(i) — (i)
=" > sgn(0) o)1 Ao(n)ns
o€Sn
gdzie S, to zbiér wszystkich permutacji zbioru {1,...,n}; sgn (o) to znak permutacji o (1).

Twierdzenie 5.2. Istnieje dokladnie jedna funkcja spelniajgca warunki (i)—(iii) definicji 5.1; funkcja
ta okreslona jest wzorem
det A= > sgn(o) Ag(1)1 " " o (n)n- (5.3)
ogESy
Zauwazmy, ze jezeli dla pewnego i € {1,...,n}: o (i) < i, to dla pewnego j € {1,...,n}: 0 (j) > j.
Stad oraz ze wzoru (5.3) wynika nastepujacy

Whniosek 5.3. Wyznacznik macierzy trojkgtnej rowny jest iloczynowi wyrazow z przekgtney.

WilasnoS$ci wyznacznika macierzy
Dla dowolnych A, B € F**", o € F zachodzi

det A = det AT

det (AB) = det A - det B;

det (aA) = o™ det A;

jezeli do ktdrego$ wiersza (kolumny) dodamy kombinacje liniowq pozostalych wierszy (kolumn) to
wyznacznik sie nie zmient;

e zamiana kolejnosci dwich wierszy (kolumn) zmienia znak wyznacznika na przeciwny.

5.2.2. Metoda Laplace’a
Niech A = [a;j] bedzie dowolna macierzg kwadratowsa stopnia n.

Definicja 5.2. Minorem elementu a;j macierzy A = [a;;| nazywamy wyznacznik M;; macierzy kwa-
dratowej stopnia n — 1 wtworzonej z macierzy A przez usuniecie z niej i—tego wiersza oraz j—tej
kolumny. Liczbe (—1)“” M;; nazywamy dopelnieniem algebraicznym elementu a;;.

Twierdzenie 5.4 (Laplace). Dla dowolnej macierzy kwadratowej A = [a;j] stopnia n > 2:
n L
det A=Y (=1)"" a;jM;; dla kazdego j =1,...,n
i=1
oraz

det A=Y (1) ajjM;;  dla kazdego i =1,...,n.
j=1

! sgn (o) = (—1)°, gdzie s to liczba transpozycji (transpozycja to zamiana kolejnoéci dwéch elementéw) tworzacych
permutacje o.
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5.2. Wyznacznik macierzy

Przyktad 5.5. Dia macierzy A € F2*2, ze wzoru (5.3) otrzymujemy:

d ail a2 |
et = a11a22 — 21012.
as1 a2

Przyktad 5.6. Dla macierzy A € F3*3 zastosujemy metode Laplace’a (do pierwszej kolumny). Mamy
air a2 ais

141
azi az az |=(—1)""an
az1 asz2 ass

@12 Q13
azz2 a33

a22 Q23

+ (_1)2+1 oy
az2 ass

+(=1)*ag

a12 a3
a2 Q23

=011022033 — (11023032 — 021012033 1 (21013032 + 431012023 — G31013022.

Ten sam wynik uzyskamy stosujgc tzw. schemat Sarrusa:

= a116G22033 + a12023a31 + a13021032—

— (31022013 — 432023011 — 433021012

Ciekawostka Stosujac do macierzy kwadratowej stopnia n metode Laplace’a obliczania wyznacznika,
musimy obliczy¢ n wyznacznikéw macierzy stopnia n — 1; kazdy z tych wyznacznikéw wymaga z kolei
obliczenia n — 1 wyznacznikow stopnia n — 2, itd. Obliczenie wyznacznika macierzy kwadratowej
stopnia n wymaga wiec obliczenia %
stopnia n = 20 daje to ponad 10'® wyznacznikéw 2 x 2. Superkomputer wykonujacy 10'° operacji
zmiennopozycyjnych na sekunde potrzebowalby na obliczenie tego wyznacznika 50 minut. Z kolei,
siegajac po przedstawiona ponizej metode przeksztalcen elementarnych obliczymy ten wyznacznik

w czasie 10~ s, Dla duzych n metoda Laplace’a jest wiec wysoce niepraktyczna.

n! wyznacznikow macierzy kwadratowych stopnia 2; dla macierzy

5.2.3. Metoda przeksztalcen elementarnych

Metoda przeksztalcen elementarnych obliczania wyznacznika polega na przeksztalceniu danej ma-
cierzy do postaci trojkatnej. W przeksztalceniu tym wykorzystujemy jedynie tzw. operacje elemen-
tarne na wierszach macierzy:

e dodawanie do wybranego wiersza kombinacji liniowej pozostalych wierszy;
e zamiana kolejnosci wierszy.

Przyktad 5.7. Mamy:

2 3 1 w1— W1 2 3 1 w1 — W1 2 3 1
1 2 4 wo—r wg—%wl 0 % % Wo—r W2 0 % % = 35.
2 =2 1| wy— wz—w, 0 -5 0| wg— ws+10ws | 0O 0 35

Metoda przeksztatcen elementarnych jest jedng z najbardziej efektywnych metod obliczania wyznacz-
nikéw macierzy. Jej numerycznie akceptowalna wersja wymaga wykonania tylko O(n?®) operacji aryt-
metycznych!
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5.3. Macierz odwrotna

5.3. Macierz odwrotna

Definicja 5.3. Macierz A € F™"*™ takq Ze det A # 0 nazywamy macierza nieosobliwa; w przeciw-
nym przypadku mowimy, Ze A jest macierza osobliwg.

Przypomnijmy, ze iloczyn macierzy jest dziatlaniem wewnetrznym w zbiorze macierzy kwadratowych
stopnia n. Latwo sprawdzi¢, ze jest to rowniez dzialanie tgczne, ktérego elementem neutralnym jest
macierz jednostkowa I, stopnia n (dowéd przez bezposredni rachunek). Nasuwa sie wiec nastepujace
pytanie: Czy kazda macierz kwadratowa posiada element odwrotny (wzgledem mnozenia)?

Przyktad 5.8. Niech

11 _ | a1 a2
A—[O 0] oraz B—[am a22].

Wowczas

11 ayr a2 | | a11 +a a2+ a2 10
AB_|:0 0:||:a21 a22:|_|: 0 0 :|?é|:0 1:|'

Oznacza to, ze nie dla kazdej macierzy istnieje element odwrotny.

Definicja 5.4. JeZeli dla macierzy A € F™"*"™ jstnieje macierz X € F™*" taka Ze:
AX = XA=1,,

gdzie I, oznacza macierz jednostkowq stopnia m, to macierz te nazywamy macierzg odwrotng do
macierzy A i oznaczamy A™1.

ann

Twierdzenie 5.5. Warunkiem koniecznym i wystarczajgcym na to, aby macierz A € posiadata

macierz odwrotng jest warunek det A # 0.

Wtlasnosci operacji odwracania macierzy (A, B € F"*"):
o det (Afl) = ﬁ;

. (Afl)il = A;

e (AB)'=B"14"1,

o (AN = (A7) ! oraz (A71)* = (4%)7L.

5.3.1. Algorytmy wyznaczania macierzy odwrotnej
Niech A = [aij] e Fnxn,

Metoda macierzy dopelnien algebraicznych

Ponizej przedstawimy algorytm wyznaczania macierzy A~! oparty na macierzy dopelnien algebra-
icznych.

Krok 1. Obliczamy det A. Jezeli det A = 0, to macierz A™' nie istnieje; jezeli det A # 0, przecho-
dzimy do kroku drugiego.

Krok 2. Wyznaczamy macierz minoréw Ay = [M;j];

Krok 3. Wyznaczamy macierz dopetniern algebraicznych As = {(—1)i+j Mij} ;

Krok 4. Wyznaczamy macierz Az = AT

: -1_ "1
Krok 5. Wyznaczamy macierz A™" = 3557 As.
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5.3. Macierz odwrotna

Przyktad 5.9. Wyznaczymy macierz odwrotng do macierzy

2 -1 1
A=1]11 2 =2
1 0 -1
Poniewaz det A = —5 zatem macierz odwrotna istnieje. Mamy wiec:
[2 -1 1 ] " -2 1 =2 1)+ -2 -1 =2
A=|1 2 2|1 =3 1|2 | -1 -3 1|35
1 0 -1 0 -5 5 0 5 5

2 -1 07 , [2/5 1/5 0
Ll -1 =3 5| |15 3/5 -1 | =41
-2 -1 5 | 2/5 1/5 —1

Metoda Gaussa

Metoda Gaussa wyznaczania macierzy odwrotnej polega na tym, aby z danej macierzy uzyskac
macierz jednostkowa. Te same operacje, ktére wykonujemy na macierzy A przeprowadzamy jedno-
cze$nie na macierzy jednostkowej. W momencie gdy wyjSciowa macierz przyjmuje postaé macierzy
jednostkowej, macierz jednostkowa staje sie macierza A~".

Przyktad 5.10. Rozwazmy ponownie macierz z poprzedniego przykiadu. Mamy:

-1 1 1 0 0 w1 — W1
[AI] = 2 =20 1 0| wy— wa—3zwn
L 0 -1 0 0 1 Ww3— W3—wW2
i -1 1 1 0 0 w1— W1
5/2 —5/2 | —=1/2 1 0 | wa— we
0 -2 1 0 -1 1] ws— wstiws
i -1 1 1 0 0 w3— —wWs
5/2 =5/2 | =1/2 1 0 | wo— wa—3ws
L 0 -1 —2/5 —1/5 1 w1 — w1+ws
2 -1 0]3/5 —1/5 1 w3— w3

5/2 0 | 1/2 3/2 —5/2 | wo—2ws
0 11]2/5 1/5 —1 wi— wi+2ws

OO OO N ©OCDONN OCON ©OCON I

0 01]4/5 2/5 0 | wi—3u

1 0 1/5 3/5 —1 Wwo— W2
L 01 2/5 1/5 -1 ] w3— w3
(1.0 01]2/5 1/5 0 ]

1 0|1/5 3/5 -1 | =[1]4a""].

0 1/|2/5 1/5 —1
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5.4. Rzad macierzy

Niech A € F™*™. Mozna pokazaé, ze liczba liniowo niezaleznych kolumn macierzy jest taka sama
jak liczba jej liniowo niezaleznych wierszy. Liczbe te, dla macierz A, oznaczamy rank (A) i nazywamy
rzedem macierzy A.

WilasnoSci rzedu macierzy

e dla dowolnej macierzy A € F"*™ : rank (A) = rank (A7) ;

e dodanie do dowolnej kolumny (wiersza) macierzy kombinacji liniowej pozostalych kolumn (wierszy)
nie zmienia jej rzedu;

e dowolna zmiana kolejnosci kolumn (wierszy) macierzy nie zmienia jej rzedu.

Przyktad 5.11. Wyznaczymy rzqd macierzy

-4 0 2 0
A= 2 3 -4 6
0 2 -2 4

40 2 0] wi—w -4 0 2 0
2 3 —4 6| werwytgwy | 0 3 -3 6
i 0 2 =2 4_ w3— W3 0 2 =2 4
(-4 0 2 0] wi—»w -4 0 2 0
0 3 =3 6| we—ws 0 3 -3 6
| 0 2 -2 4| wgsws—3w, [ 0 0 0 O

Poniewaz tylko dwa pierwsze wiersze ostatniej macierzy sq liniowo niezalezne, zatem rank (A) = 2.

Twierdzenie 5.6. Rzad macierzy A réowny jest najwickszemu stopniowi (wymiarowi) niezerowego
minora macierzy A.

Przyktad 5.12. Rozwazmy ponownie macierz

-4 0 2 0
A= 2 3 -4 6
0 2 -2 4

-4 0 2 -4 0 0 -4 2 0 0 2 0
2 3 —4|=0, 2 3 6|=0, 2 -4 6|=0, 3 -4 6|=0,
0 2 =2 0 2 4 0 -2 4 2 -2 4
zatem rank (A) < 2. PoniewaZ
-4 0
BRI,

zatem rank (A) = 2.



