Rozdzial 6

Roéwnania liniowe

6.1. Przeksztalcenia liniowe
Niech X oraz Y beda dwiema niepustymi przestrzeniami wektorowymi nad ciatem F.
Definicja 6.1. Funkcje f: X — Y spelniajgcg warunki:

a) dla dowolnych x1,79 € X : f(x1 +x2) = f(21) + f (22);
b) dla dowolnych x € X, € F : f (ax) = af (2)

nazywamy przeksztatceniem liniowym.

Przypu$émy, ze wymiary przestrzeni X oraz Y sa skonczone; niech dim X = n oraz dimY = m.

Przyjmijmy, ze wektory ey, ..., e, stanowig baze przestrzeni X, a wektory €1, ..., €, baze przestrzeni
Y. Z odwzorowaniem linjowym f : X — Y mozemy wéwczas stowarzyszy¢ macierz Ay = [a;;] € F™*",
ktorej i—ta kolumne (i = 1,...,n) tworza wspblrzedne wektora f (e;) wyrazonego jako kombinacja li-

niowa wektoréw bazowych przestrzeni Y:

f (el) - allél + a21é2 + -+ amlém, a1 a9 e ain
f (62) = a12é1 + aQQéQ + e + am2ém7 ao1 a99 e aon
f(en) = a1né1 + aznéz + -+ + Gmnlm am1l  Gm2 " dmn

Przyklad 6.1. Rozwazmy odwzorowanie liniowe f : R3 — R? okreslone wzorem
f(r,y,2) = (x+y—22c+2).
Przyjmujec w przestrzeniach X oraz Y bazy kanoniczne mamy:

fler) = f(1,0,0) = (1,2) = & + 2éq,

f(e2) = f(OvlaO) = (170) = éla

f(e3) = f(0,0, 1) = (_L 1) = —e1 + éa.
Odwzorowanie f jest wiec reprezentowane przez macierz

11 -1
Af_[z 0 1 }
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6.1. Przeksztatcenia liniowe

mnymi stowy

X
f(ﬂf,y,Z)Z[; (1) _11]

Przyktad 6.2. Niech F : m — mo bedzie odwzorowaniem okreslonym wzorem:

F(f(z) =2zf () — f (z).
Latwo sprawdzic, Ze F jest odwzorowaniem lintowym. Przyjmujoc w przestrzeniach m oraz wo bazy

wmy el (x) =
2

1,e9 T
wmy: e (x) =16 (x) =z,63(x) ==
mamy:
Fe)) =F(l)=2z—1=—é; + 2éq,
F(ey) = F(x) =22 — x = 0&; — &5 + 2é3.

Przy przyjetych bazach, odwzorowanie F' reprezentowane jest przez macierz

Przyktad 6.3. Rozwaimy ponownie odwzorowanie F z przykladu 6.2. Przyjmujgc w przestrzeni mp
baze
eifx) =x+1, e2(x) =2 —1,

a w przestrzeni my baze

Glz)=x—1, &@)=x+1, &x)=a1>

mamy

~

5
I
~

(x+1)=2z(x+1)—(z+1) =222+ —1=¢ +2¢3,
Feg)=F(x—1)=2x(x—1)— (z—1) =22% — 32+ 1 = a21&; + a2 + 263.

Skalary ao1, e wyznaczymy rozwigzujgc rownanie

—3x+1:a21(x—1)—|—a22(x—|—1).

Po prostych rachunkach otrzymujemy: as1 = —2, a9 = —1. Tym razem odwzorowanie F' jest repre-
zentowane przez macierz
1 -2
Ap=1[0 -1
2 2

7, powyzszych przykladéow wynika, ze posta¢ macierzy reprezentujacej odwzorowanie liniowe
f X — Y zalezy od wyboru baz w przestrzeniach X, Y.
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6.2. Jadro i obraz odwzorowania liniowego

6.2. Jadro i obraz odwzorowania liniowego

Niech f: X — Y bedzie odwzorowaniem liniowym, a V' C X i W C Y dowolnymi podprzestrze-
niami liniowymi. Latwo sprawdzié¢ (éwiczenie), ze zbiory
fWV)={yeY:dweV: y=f(a)},
W) = {ze X3y e W iy = [ (2)}
z dzialaniami indukowanymi z przestrzeni X oraz Y, sa podprzestrzeniami liniowymi, odpowiednio,

przestrzeni X oraz Y.

Definicja 6.2. Zbior ker f = f~1({0}) nazywamy jadrem odwzorowania f; zbiér Imf = f(X)
nazywamy obrazem odwzorowania f.

7 obserwacji poprzedzajacej powyzsza definicje wynika, ze

e jadro odwzorowania liniowego f: X — 'Y jest podprzestrzeniq liniowq przestrzeni X
e obraz odwzorowania lintowego f : X — Y jest podprzestrzeniq liniowq przestrzeni Y.

Przy wyznaczaniu jadra oraz obrazu odwzorowania liniowego przydatne bywa nastepujace twier-
dzenie.

Twierdzenie 6.1. Niech X oraz Y bedg skoniczenie wymiarowymi przestrzeniami liniowymi oraz
niech f : X — Y bedzie odwzorowaniem liniowym. Wdwczas

dim X = dimker f 4+ dim Im f. (6.1)
Dowdd: Niech dimker f = k oraz dimX = n; oczywiscie k& < n. Przypuéémy, ze wektory
e1,...,e, tworza baze przestrzeni ker f. Wektory te mozemy uzupelni¢ o wektory egx41,...,e, tak,
aby span{ej,...,e,} = X.
W celu wykazania réwnoéci (6.1) wystarczy udowodnié, ze Im f = span {f(eg+1),. .., f (en)} oraz,
ze wektory f(ex+1),...,f (en) sa liniowo niezalezne.

Niech y € Im f. Oznacza to, ze istnieje © € X = span{ey,...,e,} dla ktérego y = f (). Mamy
wiec

y=1 @) = (T i) = f (S aies + D0 0ie)
=f (E?:laiel) + f(Cimpie) = F (Cipniei) = Dipoaf (e)

co oznacza, ze Im f = span{f(ex11),..., f (en)}.
Wykazemy teraz, ze wektory f(egt1),...,f (en) sa liniowo niezalezne. Mamy

Z?:k—f—laif (e;))=f (Z?:k+1aiei) =0,

zatem ) ", aue; € ker f = span{ey,...,e;}. Stad, istniejy skalary o, ..., qy dla ktérych

Yo i€ = Zleoziel-,

lub réwnowaznie
Z?:ﬂiei — Y iky10i€ = 0.

Z liniowej niezaleznosci wektoréw ey, ..., e, wynika, ze a; =0 (i =1,...,n). ®

Z powyzszego dowodu wynika, ze Im f = span{f(e1),..., f(en)}, gdzie ey,..., e, jest dowolna
baza przestrzeni X. Niech Ay bedzie macierza odwzorowania f przy ustalonych bazach przestrzeni
X oraz Y. Poniewaz i-ta kolumna macierzy Ay to wspélrzedne wektora f(e;) w ustalonej bazie
przestrzeni X, zatem liczba liniowo niezaleznych kolumn macierzy Ay réwna jest liczbie liniowo nie-
zaleznych wektoréw sposrod wektoréw f(ei),..., f (e,). Wynika stad nastepujace
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6.3. Ukfady réwnan liniowych

Twierdzenie 6.2. Niech X oraz Y bedg skoriczenie wymiarowymi przestrzeniami liniowymi, niech
[+ X =Y bedzie odwzorowaniem liniowym oraz niech Ay bedzie macierzq odwzorowania f (przy
ustalonych bazach przestrzeni X oraz 'Y ). Wowczas

dimIm f = rank (Ay).
Przyktad 6.4. Rozwaimy ponownie odwzorowanie z przykladu 6.2:
F(f(x) =2xf (x) — f (z).
Wowczas

ker ' ={z — ax +b: 2z (ax +b) —ax — b =0}
:{x—)a:z:—i—b:Qa:L"Q—l—(2b—a)$—b50}:{O}.
Zatem
2 =dimm =dimker F' +dimIm F = 0+ dimIm F.
Stgd Im F = span {e1,es}, gdzie

F(l)=2z-1
Fx)=22—az=202z—1).

e1 (z)

es ()

Ostatecznie Im F' = o (%) .

6.3. Uklady réwnan liniowych

Rozwazmy uktad m réwnan liniowych o n niewiadomych x1, ..., xy:

a11x1 + a12xs + - - + a1pxy = b1
a91x1 + agere + -+ - + a2y, = by

, (6.2)
Am1%1 + Am2T2 +‘- 4 Ty = by
aij,b; €eFdlal<i<m,1<j<n;F=RI1ubF =C. W przypadku, gdy by = --- = by, = 0 uktad
(6.2) nazywamy ukladem jednorodnym. Przyjmujac oznaczenia:
a1 G122 ... Qin b1 1
A— asy a2 ... G9p . b? R L2
Gml Am2 - Gmn b T
uktad réwnan (6.2) mozemy zapisa¢ w postaci macierzowej:
Ax =b. (6.3)

6.3.1. Twierdzenie Cramera

W przypadku, gdy liczba réwnan ukladu (6.2) jest réwna liczbie niewiadomych, macierz A jest
macierza kwadratowa. Jezeli jest to macierz nieosobliwa, to uklad réwnan (6.2) nazywamy uktadem
Cramera. Rozwiazanie réwnania (6.3) — a wiec i ukladu (6.2) — mozna wéwczas prosto wyliczyé
wykorzystujac macierz A~

z=A"1b.

Rozwiazanie ukladu réwnan (6.2) mozna réwniez wyrazi¢ stosujac wzory Cramera.

39



6.3. Ukfady réwnan liniowych

Twierdzenie 6.3 (Cramer). Niech A € F"*" b € F". JeZeli macierz A jest nieosobliwa, to uklad
réwnar (6.3) posiada dokladnie jedno rozwigzanie x = (x1,...,%y):

det Az
i = ,=1,...,n), 4
x ot A (i n) (6.4)

macierz A; oznacza macierz powstatlq z macierzy A przez zastgpienie jej i—tej kolumny wektorem b.

Dowdéd: Niech a.; oraz I.; oznaczaja i—te kolumny odpowiednio macierzy A oraz macierzy jednostkowej
I,,. Wbéwecezas

det A; det [a.l, A2y ey Qi1,0,G541,. .. ,a.n]

detA det A
= det (A_l [a.1,a.2,...,¢i-1,b,ait1,... ,a.n])
= det [A_la.l, A Yas, .. A a1, A7, A Yy, ,A_la.n]
=det[l1,lo,...,Li—1,2, Lit1,...,Ln] = ;.

]

Latwo stwierdzié¢, ze uktad réwnan jednorodnych ma zawsze przynajmniej jedno rozwiazanie; jest
nim rozwiazanie zerowe. 7 twierdzenia Cramera wynika natomiast, ze jezeli jednorodny uktad réwnan
liniowych jest uktadem Cramera, to rozwiazanie to jest jego jedynym rozwiazaniem.

Przyktad 6.5. Rozwaimy uklad réwnan

r+y—z=1
20 +y—22=0
T—y+2z2=2
Mamy
1 1 -1 1
A=12 1 =2 oraz b= 0
1 -1 2 2
Poniewaz det A = —3 zatem jest to uklad Cramera, ktdrego rozwigzanie okresla wzor (6.4):
1 1 -1 1 1 -1 1 1 1
0o 1 -2 2 0 -2 2 1 0
2 -1 2 2 1 2 2 1 -1 2 5
l’:—zf’ y:—:2’ = = —,
-3 3 -3 -3 3

6.3.2. Twierdzenie Kroneckera—Capellego

Rozwazmy, jak poprzednio, uktad réwnan liniowych Ax = b, gdzie A € F™*" b € F™. Niech
U e F*("+1) bedzie macierza powstala z macierzy A przez dolaczenie do tej ostatniej dodatkowej
kolumny — wektora b, tj.

all a2 ... Q1np b1
U— asy ago ... Q9n b2
Ami Am2 .. Omn bm,

Macierz U nazywamy macierzg uzupelniong. Jest jasne, ze rank U > rank A. Z postaci réwnania
(6.2), ktére mozemy zapisa¢ w postaci:

ai a2 a1n by

a2 a2 as by
1 + 9 +... 4, no =

am1 am2 Amn bm
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6.3. Ukfady réwnan liniowych

wynika, ze uklad réwnan Az = b ma rozwigzanie wtedy i tylko wtedy, gdy wektor b jest kombinacja
liniowa kolumn macierzy A. Warunek ten mozemy rownowaznie wyrazié¢ jako réwnosé

rank A = rank U.

Twierdzenie 6.4 (Kroneckera-Capellego). Uklad réwnan Az = b, gdzie A € F™*" b € F™, ma
rozwigzanie wtedy  tylko wtedy, gdy rank A = rank U. Ponadto:

e jezeli rank A = rank U = n (n— liczba niewiadomych) to rozwigzanie to jest jedyne;
e jeieli rank A = rankU = r < n to rozwigzan jest nieskonczenie wiele; wszystkie one dajg sie
wyrazi¢ jako funkcja zalezna od n — r parametrow.

Przyktad 6.6. Rozwaimy uklad rownan:

z+y+z=1
20 —y+ 22z = -1
T—2y+z=-2

Mamy n = 3 oraz

1 1 1] 1
U=[Ap]=| 2 -1 2| -1
1 -2 1] =2

Rzedy macierzy A oraz U wyznaczymy korzystajgc z metody eliminacji Gaussa:

1 1 1 1 1 1 1 1
rank 2 -1 2 -1 = rank 0 -3 0 -3
1 -2 1 -2 0 -3 0 -3
1 1 1 1
= rank [ 0 -3 0 ' _3 } .

Oznacza to, Ze rank A = rankU = 2. Z twierdzenia 6.4 wynika wiec, Ze rozwaiany ukiad réwnan
posiada nieskonczenie wiele rozwigzan zaleznych od jednego (n — rank A) parametru. Wyznaczymy te
TOZWIQZaNiLa.

Sposdb 1. Majgc wyjsciowy uktad réwnan sprowadzony do postaci trojkgtnej, poszukiwane rozwigzanie
wyznaczymy klasyczng metodq dedykowang dla ukliadow o macierzach trojkgtnych:

r+y+z=1 r=—t
=1
20 —y+2z=-1 @{LE—I-_?J;LZ__S Scy=1 , teR.
r—2y+z=-2 y= z=t

Sposob 2. Skoro rank A = 2 to macierz A zawiera nieosobliwg podmacierz stopnia 2; odnajdujemy
te macierz w rozwigzywanym ukladzie réwnan. Rownania, ktore nie wchodzq w sklad tej macierzy
odrzucamy, z kolei niewiadome, ktorych wybrana podmacierz nie obejmuje, przerzucamy na drugg
strone rownania i traktujemy jako parametry. Ukiad rownan, joki w ten sposéb otrzymujemy, jest
uktadem Cramera — do jego rozwigzania stosujemy wzory (6.4).
W naszym przypadku, poniewaz
1 1

5 L=

zatem ukiady réwnan
r+y+z=1
20 —y+2z2=-1
T—=2y+z=-2
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6.4. Metoda eliminacji Gaussa

oraz
z+y=1-=z2
20 —y =—1—-22

sq réwnowazne (majq te same rozwigzania). Stosujgc do tego ostatniego ukladu wzory (6.4), mamy:

'1—;; 1‘ ‘ll—z

—-1-2z -1 2 —1-2z
T = 3 =—2, Yy=———-=1, zeR.

6.4. Metoda eliminacji Gaussa

Przedstawiony ponizej sposéb rozwigzywania uktadéw réwnan liniowych jest pewnym uproszcze-
niem algorytmu zwanego metoda eliminacji Gaussa. Metoda ta, niezwykle efektywna pod wzgledem
numerycznym (nie istnieje algorytm rozwiazywania ukladéw réwnan wymagajacy istotnie mniejszej
liczby dziatan niz metoda eliminacji Gaussa), polega na sprowadzeniu macierzy uzupelnionej odpo-
wiadajacej rozwiazywanemu ukladowi réwnan do uogdlnionej postaci tréjkatnej (nazywanej réwniez
postacia schodkowa). Aby osiagnaé ten efekt, na macierzy uzupelnionej wykonujemy dwa rodzaje
operacji:

e dodajemy do wybranego wiersza sumy pozostalych wierszy pomnozonych przez odpowiednio do-

brane state;

e zamieniamy kolejnos¢ wierszy.

Do uzyskanej w ten sposdb macierzy stosujemy twierdzenie Kroneckera—Capellego. Warto przypo-
mnieé¢ w tym miejscu, ze pierwsza z wymienionych powyzej operacji nie zmienia warto$ci wyznacz-
nika, druga moze zmieni¢ jedynie jego znak. W efekcie, metoda eliminacji Gaussa moze by¢ réowniez
stosowana do obliczania rzedu i wyznacznika macierzy oraz do wyznaczania macierzy odwrotnej. Idee
metody eliminacji Gaussa wyjasnimy na kilku przyktadach.

Przyktlad 6.7 (rozwigzywanie ukladu oznaczonego). Celem naszym jest rozwigzanie ukladu
rownar

2z4+y+z4+w=0

—x—2y—z+w=1

r+y—2z—3w=2

dr — 2y + 4w =2

(6.5)

Macierz uzupeiniona U rozwazZanego uktadu ma postaé

2 1 1 1
-1 -2 -1 1
1 1 -2 -3
4 -2 0 4

U:

NN = O

W pierwszym kroku metody eliminacji Gaussa wykorzystujemy pierwszy wiersz, nazywany wierszem
glownym dla pierwszego kroku. Postepujemy w sposéb nastepujgcy: do drugiego wiersza doda-
Jjemy pierwszy pommozZony priez %; do trzeciego pomnozony przez —%; do czwartego pomnozZony przez
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6.4. Metoda eliminacji Gaussa

—2. Liczbe 2 — pierwszy niezerowy element wiersza glownego nazywamy elementem gtéownym dla
pierwszego kroku. Otrzymujemy

2 1 1 1
-1 -2 -1 1

w)p — w1
1
Wz — w2 + 5W1

NN = O

11 -2 -3 T wg o wg — Lwy
4 -2 0 4 Wy — W4 — 2W1
2 1 1 10
0o =3 -1 3 1
— 8 %
0 53 -3 —3|?2
0 -4 -2 2 |2

W kolejnym kroku, wierszem glownym jest wiersz drugi nazywany wierszem gléownym dla drugiego
kroku; elementem glownym dla drugiego kroku jest —%. Postepujemy analogicznie jak w kroku pierw-
szym: do wiersza trzeciego dodajemy wiersz drugi pomnozony przez %; do wiersza czwartego pomnozony
przez —%. Otrzymujemy:

2 1 1 1 0 w1 — w1
0 —% —% % 1 . wy — W2
0 % —g —% 2 w3—>w3+lw2
0 —4 -2 2 2 w4—>w4—§w2
2 1 1 1 0
0 =3 1 3 1
2 2
“1o o —§ 3|z
0 0 -3 —2| -2

W ostatnim, trzecim kroku wierszem glownym jest wiersz trzeci — wiersz glowny dla kroku trze-

ctego; elementem glownym jest —%. Mnozgc trzeci wiersz przez —% 1 dodajgc do wiersza czwartego

otrzymujemy:

2 1 1 1 0 w, — w1
0 -3 1 3 1 wo — W2
2 2
0 0 —§ -3 % — w3 — w3 -
0 0 -5 =2 —% w4—>w—%w3 (6.6)
2 1 1 1 0 '
o -3 -1 3 1
- 0 § _g _23 7
3 5 35
0 O 0 -3 —3%

Uzyskana w ten sposob macierz schodkowa jest macierzq uzupelniong uktadu rownan posiadajgcego te
same rozwigzania, co wyjsciowy ukiad:

224+y+2z4+w=0

Z postact macierzy widaé rowniez, Ze uklad ten posiada dokladnie jedno rozwigzanie. Wyznaczamy je

rozwigzujgc otrzymany uktad rownan w kolejnosci od ostatniego réwnania do pierwszego. Uzyskujemy
kolejno:

w=1z2=-2y=1,2=0.
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6.4. Metoda eliminacji Gaussa

Warto zanotowaé, Ze operacje jakie wykonywalismy na macierzy wyjsciowego ukladu réwnan (6.5),
aby sprowadzié jo do postaci trdjkgtnej (6.6) nie zmienily jej wyznacznika. Poniewa? wyznacznik
macierzy trojkgtnej rowny jest iloczynowi wyrazéw z przekgtnej mamy

2 1 1 1 2 1 1 1
3 1 3
SLo=2 -l 0 =R g (3 (8) (5
1 1 -2 -3 0 0 -5 -3 2 3 4
4 -2 0 4 o0 o0 -2

Przyklad 6.8 (rozwigzywanie ukladu nieoznaczonego). Rozwazmy uklad réwnan

20+ 3y —42z=6

—4dx+22=0
20 —2z=4
Macierz uzupeiniona tego ukiadu ma postac
2 3 —416
U= -4 0 2 0
0 2 —-2|4

W pierwszym kroku metody eliminacji Gaussa do wiersza drugiego dodajemy wiersz pierwszy pomno-
zZony przez 2; wiersz trzeci natomiast przepisujemy bez zmian:

2 3 —4|6 w] — Wi 2 3 —4 6
-4 0 2 0 —= | wo — wo + 2wy — 0 6 —6 12
0 2 —-2| 4 w3 — W3 0 2 -2 4

W kroku drugim, do wiersza trzeciego dodajemy wiersz drugi pomnozony przez —% :

2 3 —4| 6 wy — wy 2 3 —4| 6
0 6 -6 12 | = | wy — wy -1 06 -6/ 12
0 2 —21| 4 w3 — w3 — Lws 00 0 0

3

latwo teraz stwierdzié, korzystajgc z twierdzenia Kroneckera — Capellego, zZe rozwazany ukiad réwnan
jest nieoznaczony (posiada nieskoriczenie wiele rozwigzan). Jest on réwnowazny ukladowi

20+ 3y —4z=6
6y —6z=12 ~’

ktorego rozwigzania, réwne rozwigzaniom wyjsciowego ukladu, majg postac
r=ty=2+42tz2=2t,

gdzie t € R jest dowolnym parametrem.

Przyklad 6.9 (rozwigzywanie ukladu sprzecznego). Rozwazmy uklad réwnan

or—2y—z=1
—2x4+2y—2z=2 |
—x—2y+5z=1

dla ktorego macierz uzupelniona U ma postaé

5 -2 —-1]1
U= -2 2 =212
-1 -2 5 1
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W pierwszym kroku metody eliminacji Gaussa do wiersza drugiego dodajemy wiersz pierwszy pomno-

zZony przez %; do wiersza trzeciego pomnozZony przez %:

5 —2 —1]1 w) — wy 5 -2 -1 |1
-2 2 2|2 |- w2—>w2+%w1 - o & -1 %
-1 -2 511 ws — w3 + 5w 0 -2 Z | ¢

W drugim kroku do wiersza trzeciego dodajemy wiersz drugi pomnozony przez 2:

5 -2 -1 | 1 wy — wy 5 -2 -1 1
o ¢ —? %2 — | wa — we -0 & 22} L
0o -2 2z |2 w3 — w3 + 2wy 00 0 |6

Na podstawie twierdzenia Kroneckera — Capellego stwierdzamy, Ze otrzymany uklad réwnan jest
sprzeczny. Oznacza to, Ze i wyjsciowy uklad réwnan nie posiada rozwigzan.



