Rozdzial 9

Baza Jordana

Niech X bedzie n—wymiarowa przestrzenia wektorowa nad cialem F =R lub F = C. Rozwazmy
dowolny endomorfizm f : X — X. Wiemy, ze postaé¢ macierzy endomorfizmu zalezy od wyboru bazy
w przestrzeni X. Wiemy rowniez, ze jezeli endomorfizm f jest diagonalizowalny, to jego macierz w ba-
zie przestrzeni X zlozonej z jego n liniowo niezaleznych wektoréw wtasnych jest macierza diagonalna.
Poniewaz nie kazdy endomorfizm jest diagonalizowalny, zatem nasuwa sie pytanie o to, jak prosta
moze by¢ postaé¢ macierzy endomorfizmu niediagonalizowalnego. W szczegdlnosci, czy istnieje baza
przestrzeni wektorowej X, w ktorej macierz endomorfizmu f : X — X jest macierzg Jordana?

Przyktad 9.1. Rozwaimy macierz J € R*¥* postaci

A1 00

0 X 10
J_OO)\l’

0 0 0 A

gdzie A € R. Macierz J jest macierzg Jordana. Niech e1,ea,e3,e4 bedzie bazg 4—wymiarowej rzeczy-
wistej przestrzeni X oraz niech f : X — X bedzie endomorfizmem wyznaczonym przez macierz J.
Z postaci macierzy J otrzymujemy

f(e1) = Aey f(e1) = Aer

§E:2§ i 21 i ;\\22 ,  lub réwnowaznie ;E?; B iZQ i Zl
3) — €2 3 3) — 3 — €2

f (64) =e3+ Aey f (64) — Aeq = e3

Z rownan tych wynika, Ze ey jest wektorem wlasnym endomorfizmu f odpowiadajgcym wartosci wiasnej
A; pozostale wektory ea, es, eq spelniajg rownania

(f - )‘ld) <€k+1) =e, k=123

Powyzszy przyklad sugeruje sposoéb konstrukcji bazy przestrzeni wektorowej, w ktorej macierz
endomorfizmu jest macierza Jordana.
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9.1. Wektory gtéwne

9.1. Wektory gléwne

Przy zaltozeniach i oznaczeniach sformutowanych na poczatku rozdziatu, przypusémy ze A € F jest
wartoscia wlasng endomorfizmu f. Oznacza to, ze dla endomorfizmu f istnieje co najmniej jeden
wektor wlasny, ktéry na potrzeby tego rozdziatlu oznaczymy vg\l) i bedziemy nazywaé wektorem
gtéwnym rzedu 1 odpowiadajgcym wartosci wlasnej A. Wektory gltéwne rzedu k > 2 zdefiniujemy
. .. L . (k=1 . ) N .
indukcyjnie: przypusémy, ze vy € X jest wektorem gléwnym rzedu k—1 odpowiadajacym wartosci
wilasnej .

(k)

Definicja 9.1. Jezeli istnieje niezerowy wektor vy’ € X spelniajocy warunek
(f = Aidx) o = o{F D), (9.1)

to wektor ten nazywamy wektorem gléwnym rzedu k odpowiadajgcym wartosci wlasnej .

Powyzsza definicje mozna réwniez sformutowaé dla macierzy. Wektor wlasny ’Ug\l) € F" macierzy

A odpowiadajacy wartoéci wlasnej A\ nazywaé bedziemy wektorem glownym rzedu 1. Przypusémy, ze

vf\k_l) € F™ jest wektorem gléwnym rzedu k — 1 odpowiadajacym wartosci wtasnej A.

Definicja 9.2. JeZeli istnieje niezerowy wektor Ug\k) € F” bedgcy rozwigzaniem réwnania

(A=) = oY (9.2)

to wektor ten nazywamy wektorem gléwnym rzedu k odpowiadajgcym wartosci wlasnej A.

Przyktad 9.2. Rozwaimy macierz A € R3*3 postaci
210
A=1]10 2 0 |. (9.3)
111

Poniewaz a4 (\) = — (A — 1) (A — 2)? zatem macierz A ma dwie réine wartosci wlasne: A\, = 1 oraz
Ao = 2. Wyznaczymy dla tych wartosci wiasnych wektory glowne.

e Dla A\ = 1, rozwigzujgc réwnanie

110 x 0
010 y =10
110 2 0

otrzymujemy: x =y = 0,z € R; wektor gléwny rzedy 1 ma wiec postac vg\ll) =(0,0,t), t € R\ {0}.
Aby wyznaczyé wektory gtéwne rzedu 2 rozwazmy, dla ustalonego t # 0, réwnanie

1 10] = 0
010 y | =
110 2 t

Latwo stwierdzic, zZe réwnanie to nie posiada rozwigzan. Oznacza to, ze dla wartosci wlasnej A\ = 1
nie istniejqg wektory glowne rzedu k > 2.
o Dla Ao = 2, rozwigzujgc rownanie

01 0 x 0
00 0 yl=10
11 -1 2 0

61



9.1. Wektory gtéwne

otrzymujemy: x = z,y = 0; wektor gléwny rzedy 1 ma wiec postaé U( ) = = (t,0,t), t € R\ {0}. Aby
wyznaczyé wektory glowne rzedu 2, rozwazmy, dla ustalonego t # 0, mwname

01 0 x t
00 0 y | =
11 -1 2 t

Jego rozwigzaniem jest x = z,y = t; wektor glowny rzedu 2 ma wiec postaé v§\2) = (r,t,r), r € R.

Zavwaimy, zZe postaé wektora v/(\2) zalezy od sposobu wyboru wektora vg\ ) Aby wyznaczyé wektory

gltowne rzedu 3, rozwaimy, dla ustalonych t € R\ {0}, r € R, réwnanie

01 O x r
00 O y =11
1 1 -1 z r

Latwo stwierdzié, Ze réwnanie to nie posiada rozwigzan, a tym samym nie istniejg dla wartosci
wlasnej Ao = 2 wektory glowne rzedu k > 3.

Podsumowujge, dla macierzy A postaci (9.3) udalo sie wyznaczyé trzy liniowo niezalezne wektory
gtowne: jeden odpowiadajgcy wartosci wiasnej A1 oraz dwa odpowiadajgce wartosci wlasnej \o. Przyj-
mujgc na przyklad t = r = 1, otrzymujemy

v = (0,0,1),
(1) =(1,0,1),
<2> = (1,1,1).

Ustalajgc w przestrzeni R? baze kanoniczng, macierz A okresla endomorfizm f : R3 — R3:

2 1 0 T
fx,y,2)= 0 2 0 y | =Qr+y2y,x+y+2),
111 2
Wyznaczone powyzej wektory vgl) , vél), (2) sq réwniez bazq przestrzeni R3, a zatem mozemy zapytad

o postaé¢ macierzy endomorfizmu f w tej wiadnie bazie. PoniewaZz
7 (40) = 7 0,0,1) = (0,0,1) = o + 00" + 005,
f (vé”) = £(1,0,1) = (2,0,2) = 0v{" + 20! + 00?,
f (v§2)) =f(1,1,1)=(3,2,3) = 0U§ )+ vgl) + 2U(2)

wigc macierz Ay endomorfizmu f w bazie ztozinej z wektoréw gléownych macierzy A ma postaé

1
Ar=10
0

O N O

0
1
2

Jest to macierz Jordana macierzy A, ktorg w zupelnie inny sposcb uzyskaliSmy w przykladzie 8.2.
1 @ (2 ..
» 4

Zawwazmy réwniez, e dla macierzy P € R3*3, ktorej kolumnami sq wektory v,y Uy

011
P=[of oo =10 0 1|,
111
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9.1. Wektory gtéwne

mamy
-1 0 1 210 011 1 00
PAP=| 1 -1 0 020 001|=]021]|=J
0 1 0 1 1 1 11 1 0 0 2
Macierz P jest wiec macierzq ustalajgcg podobienstwo miedzy macierzg A oraz jej macierzq Jordana.

Wtasnosci wektoréw gléwnych
Wtasnos$é 9.1. Dla kazdej wartoScit wlasnej istniejg wektory glowne rzedu co najmniej 1.
Wtasnoséé 9.2. Wektory gtowne odpowiadajgce réinym wartosciom wilasnym sq liniowo niezalezne.

Wtasnosé 9.3. Wektory glowne roznych rzedow odpowiadajgce tej samej wartosci wiasnej sq liniowo
niezalezne.

Wtiasno$é 9.4. Dla wartosci wlasnej X o krotnosci r (krotnosci jako pierwiastka wielomianu charak-
terystycznego) istnieje dokltadnie r liniowo niezaleznych wektoréw gléwnych; wsréd nich sq wszystkie
liniowo niezalezne wektory wilasne odpowiadajgce wartosci wlasnej .

7 powyzszych wtasnoéci wektorow gléwnych wynika, ze dla dowolnego endomorfizmu
f: X — X, ktéry posiada n warto$ci wlasnych (liczonych z krotnoSciami, n = dim X)
istnieje baza przestrzeni X zlozona z jego wektoréw gléwnych. Ponadto, z zaleznosci (9.1)
wynika, ze jezeli vg\l) jest wektorem gtéwnym rzedu i (i = 1,..., k) odpowiadajacym wartosci wlasnej
A endomorfizmu f, to

f (Uf\l)> = )\Ug\l),

£(2) =02+ 0,

f (vg\k)) = )\vg\k) + vg\k*l).

(1) (k)

Tym samym endomorfizm f zawezony do przestrzeni liniowej rozpigtej przez wektory vy 7, ..., v\" jest
rowniez endomorfizmem, tj.

I span{vf\l),...,vg\k)} Sx— f(x) € Span{vgl),...,vg’“)};

jego macierza w bazie vg\l), cees vf\k) jest klatka Jordana stopnia k£ odpowiadajaca wartosci wtasnej .

Oznacza to, ze macierz endomorfizmu f w bazie zlozonej z jego wektorow glownych jest macierza
Jordana. Baze te nazywamy baza Jordana przestrzeni X wzgledem endomorfizmu f.

Uwaga 9.1. Czasami macierz Jordana defniuje sie jako macierz blokowgq, ktérej bloki — klatki Jordana
to macierze kwadratowe, na przekgtnej z wartosciami wlasnymi i jedynkami pod przekgtng (a nie nad
przekgtna, jok w przyjetej przez nas definicji 8.1). Aby uzyskaé takg wlasnie klatke Jordana wystarczy
wektory gltowne ponumerowac tak, aby ostatni byl pierwszym, a pierwszy ostatnim, tj.

wg\i) = v/(\k_iﬂ), dlai=1,... k.
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9.2. Macierz przejscia

Poniewaz
() =1 (40) =l 9?4 of?

f (wf)) =f (v§k71)> = )\v/(\kfl) + vg\kﬂ) = )\u)g?) + wg\?’),

f (wf\k))‘: ; (vg\l)) — )\US) _ )\wgk)

zatem klatka Jordana ma w tym przypadku postac:

A 0 .- -0
1 X 0 :
JeN) =10 . . .0
0
| 0 0 1 A
9.2. Macierz przejscia
Niech X bedzie n—wymiarowa przestrzenia wektorowa nad cialem F. Niech e = (ey,...,e,) oraz
¢ = (é1,...,6n) beda dwiema bazami przestrzeni X. Kazdy wektor bazy é mozemy wyrazi¢ jako

kombinacje liniowa wektoréw bazy e:

€1 = p1ie1 +p21e2 + ...+ pnienp,
€2 = p12€1 + paoea + ... + ppaey,

€n = P1ne1 + Pan€2 + ... + Dnntn.

Otrzymang w ten spos6b macierz wspotczynnikéw P = [p;;] € F"*" nazywamy macierzg przejscia
ze starej bazy e do nowej bazy €. Zanotujmy, ze i—ta kolumne macierzy przejécia tworza wspdirzedne
i—tego wektora nowej bazy jako kombinacji liniowej wektoréw starej bazy. Macierz przejscia jest wiec
macierza endomorfizmu

idx :span{éi,...,é,} > x — = € span{ey,...,e,}.

Dowolny element z € X mozemy wyrazi¢ jako kombinacje liniowa elementow bazy e, jak réwniez
bazy €. Poszukamy teraz zaleznosci miedzy tymi reprezentacjami. Mamy

n n
x = E ajej oraz T = E Q€ . (9.4)
i=1 i=1

Wykorzystujac macierz przejécia mamy:

n n n n n
Tr = E ONéjéj = E dj E pijei = E pijONéj €;.
Jj=1 j=1 i=1 i=1 \ j=1

Stad oraz z postaci rozwiniecia wektora x wzgledem bazy e wynika zaleznos¢ miedzy wspdétrzednymi
wektora wzgledem starej oraz nowej bazy:

i P11 p12 - DPin o
a2 = p21 . DPaon a2 (9 5)
Qo Pl o Dnn Qp,
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9.3. Zmiana bazy, a posta¢ macierzy odwzorowania liniowego

Zaleznos¢ te mozemy ujaé krotko:
a = Pa, (9.6)

gdzie o (odpowiednio &) to wektor wspolrzednych x wzgledem starej (nowej) bazy, a P to macierz
przejscia z pierwszej bazy do drugiej. Zauwazmy réwniez, ze z réwnania (9.6) wynika:
&= P la,

co oznacza, ze macierza przejécia z bazy nowej to starej jest macierz P~
Przyktad 9.3. Rozwaimy w R? dwie bazy: starg e; = (1,2),es = (0,1) oraz nowg & = (1,1),
és = (—1,1). Wyznaczymy macierz przejscia z bazy starej do nowej. Mamy

ér = (1,1) = p11 (1,2) + p21 (0,1) = (p11, 2p11 + p21)

é2 = (=1,1) = p12 (1,2) + p22 (0,1) = (p12, 2p12 + p22)

skgd wynika, Ze: p11 = 1,p21 = —1,p12 = —1,p22 = 3. Macierz przejscia ma wiec postac:
1 -1
[ 7]

Niech teraz (2,1) bedzie wektorem wyrazonym w starej bazie. Wyznaczymy jego wspélrzedne w nowej

L AT R - )

Aby sprawdzié poprawnosé wyniku przedstawimy obydwa wektory w tej samej bazie kanonicznej k:

ki = (1,0), ks = (0,1):

(2,1)6 =2e;+e2=2(1,2)+(0,1) = (2,5),
7 3 7 3

(7/2,3/2); = g1 + Se2 = 5 (L) + 5 (-1,1) = (2,5);..

9.3. Zmiana bazy, a posta¢ macierzy odwzorowania liniowego

Na zakonczenie tego rozdzialu zbadamy jak zmienia si¢ macierz odwzorowania liniowego wraz ze
zmiang baz przestrzeni miedzy ktérymi to odwzorowanie jest okreslone.

Niech f : X — Y bedzie odwzorowaniem liniowym oraz niech dim X = n, dimY = m. Przyjmujac
w przestrzeni X baze e = (e1,...,e,), a w przestrzeni Y baze g = (g1, ..,9m), odwzorowanie f
reprezentowane jest przez macierz A € F™*™ .

y = Az. (9.7)

Ustalajac w przestrzeni X nowa baze € = (€1, ..., €,) mozemy wyznaczy¢ macierz przejscia z bazy e do
bazy €; oznaczmy ja przez P. Oczywiscie P € F"*". Podobnie, dokonujac zmiana bazy w przestrzeni
Yzgnag=(q,-..,Jm) mozemy wyznaczy¢ macierz przejscia @ € F"™*"™ z bazy g do g. Niech
Z (odpowiednio g) beda wspodlrzednymi wektoréw z (odp. y) w nowych bazach przestrzeni X i Y.
Otrzymujemy

xr =Pz oraz y=Qy.

Laczac powyzsze zaleznosci z réwnaniem (9.7) mamy
Qy = APz,
lub réwnowaznie

7=Q 'APz.
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9.3. Zmiana bazy, a posta¢ macierzy odwzorowania liniowego

Oznacza to, ze w nowych bazach przestrzeni X oraz Y odwzorowanie f reprezentowane jest przez
macierz Q 'AP. W szczegdlnosci, jezeli f : X — X jest endomorfizmem reprezentowanym
przez macierz A wyznaczona w bazie e¢ przestrzeni X, to macierza tego endomorfizmu
w bazie ¢ jest macierz P~'AP, gdzie P jest macierza przejécia z baze e do bazy é.

9.3.1. Baza zlozona z wektoré6w wlasnych

Rozwazmy endomorfizm f : F" — F" gdzie F = R lub F = C; przestrzenn wektorowa F" rozwa-
zamy nad cialem F. Przypu$émy, ze endomorfizm f jest diagonalizowalny. Oznacza to, ze istnieje
baza v przestrzeni F" zlozona z wektorow wtasnych endomorfizmu f. Niech A bedzie macierza tego
endomorfizmu w wybranej bazie przestrzeni F”. Z powyzszych rozwazan wynika, ze jezeli P jest
macierzg przejScia z wybranej bazy przestrzeni F" do bazy v, to w tej nowej bazie endomorfizm f

jest reprezentowany przez macierz diagonalna diag (A1,...,\,), gdzie \; jest wartoécia wlasna endo-
morfizmu f odpowiadajaca wektorowi wlasnemu v; (i = 1,...,n). Macierza ustalajaca podobienstwo
miedzy macierzami A oraz diag (A1, ..., A,) jest macierz P, tzn.

P71AP =diag(\1,..., \n).

Poniewaz i—ta kolumna macierzy P sa wspoélrzedne i—tego wektora bazy v wzgledem starej bazy
przestrzeni F", zatem wybierajac jako te stara baze baze kanoniczna, i—ta kolumna macierzy P sa
wspolrzedne i—tego wektora wlasnego endomorfizmu f, tzn. P = [vy,...,v,] (zob. przyklad 7.5).

9.3.2. Baza Jordana

Jezeli endomorfizm f : F" — F™ nie jest diagonalizowalny to nie istnieje baza przestrzeni F™
ztozona z jego wektorow wlasnych. Zawsze mozemy natomiast wyznaczy¢ baze przestrzeni F™ ztozong
z jego wektoréw gtéwnych. Oznaczmy te baze przez v. Wiemy, ze w bazie tej macierz endomorfizmu f
ma postaé Jordana. Jezeli A jest macierzg ednomorfizmu f w innej bazie, a P jest macierza przejscia
z tej bazy do bazy zlozonej z wektorow gtéwnych, to wéwczas

P7tAP = J,

gdzie J jest macierza Jordana endomorfizmu f. Wybierajac jako te stara baze baze kanoniczna, i—ta
kolumna macierzy P sa wspoélrzedne i—tego wektora gtéwnego endomorfizmu f (zob. przyklad 9.2).

Na zakoniczenie rozwazmy nastepujacy
Przyktad 9.4. Niech D : w3 — 73 bedzie endomorfizmem okreslonym wzorem
D(f)=1{"

Wybierajgc w przestrzeni w3 baze e1 = 1, eg = x, e3 = 22

. eq = 23, otrzymujemy:
D (61) = 0, D (62) = €1, D (63) = 262, D (64) = 363.

W bazie e, es, e3,eq4 przestrzeni w3 macierz A endomorfizmu D ma wiec postaé

0100
00 20
A70003
0000

Poniewaz pa (N) = A\ zatem \g = 0 jest jedyng wartoscig wlasng macierzy A (endomorfizmu D).
Poniewaz
dimker (A — X\ol) = dimker A =4 —rank A = 1,
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zatem dla macierzy A istnieje tylko jeden liniowo niezalezny wektor wlasny postaci (t,0,0,0). Macierz
A nie jest wiec diagonalizowalna. Wyznaczymy jej wektory gltowne. Dla ustalonego t # 0, mamy:

0100 x t
0020 y | |o
000 3 sl 7o’
0000]|]|w 0

skqd wynika: © = ry =t, z = w = 0, gdzie r € R. Tym samym v = (r,t,0,0) jest wektorem

gltownym rzedy 2. Podobnie, dla ustalonych t # 0 oraz r € R, mamy

01 00 T T
00 2 0 y | |t
0 0 0 3 z | |0’
0 0 0O w 0

skgd wynika: x = s,y =71,z = %t,w =0, gdzie s € R. Tym samym v® = (s,r 1 0) jest wektorem

DRG]
gltownym rzedy 3. Musimy wyznaczyé jeszcze wektor glowny rzedu 4. Mamy

0100 x s
00 20 y | | r
000 3 2 || At |
0 000 w 0

1

skqd wynika, Ze x = p,y = s,z = gr,w = %t, gdzie t # 0 oraz p,s,r € R. Ustalajgc p = s = 1,

r =2t =6 otrzymujemy cztery liniowo niezaleine wektory giéwne macierzy A

oM = (6,0,0,0),
v? = (2,6,0,0),
v®) =(1,2,3,0),
o™ =(1,1,1,1)

Y Y Y

Odpowiadajg one czterem wektorom gtéwnym endomorfizmu D:

vi(z) = 6, va(z) = 2+ 6z, v3(x) =1+ 2z + 322, v4(z) = 14z + 2% 4 2°.

Latwo stwierdzié, Ze macierz

6 2 1 1
— o0 @ @ @] = |V 6 21
P DA T A ) 00 3 1
00 01
jest macierzq przejscia z bazy ey, eq,e3,eq do bazy zloZonej z wektoréw glownych endomorfizmu D.
Faktycznie,
62117 'T0o100][6 211 0100
14| 0 6 21 00 20 06 21 (0010
PAP_OOSl 00 0 3 003 1| |[00O0°1
00 01 00 00 00 01 0000

Macierz Jordana J jest macierzg endomorfizmu D w bazie ztozonej z jego wektoréw gtéwnych.



