Rozdzial 10

Formy kwadratowe

Rozwazmy rzeczywista macierz symetryczna A = AT € R?*",

Definicja 10.1. Funkcje h: R® — R postaci
h(z) =z Az (10.1)

nazywamy forma kwadratowa. Macierz symetryczng A wystepujgeq w powyzszym rownaniu nazy-
wamy macierzg formy kwadratowej h.

Uwaga 10.1. Zauwaimy, ze wyrazenie ! Az ma sens réwniez w przypadku dowolnej kwadratowej
macierzy niesymetrycznej. Okazuje sie jednak, ze forme kwadratowq zdefiniowang przez dowolng ma-
cierz niesymetryczng zawsze mozna rownowaznie zdefiniowac przez macierz symetryczng. Faktycznie,

T AT T _ AT
xTAx_xT<A+A A A)x_xTAJrA rA—A

> 2 A
ale
Aty (a7} e
zatem
2T Az = xTA—gATx,
Macierz A+TAT jest juz macierzq symetryczng.

Przyjmujac A = [aij]?jzl, wz6r (10.1) mozemy réwnowaznie wyrazi¢ w postaci

n o n
h (1'1, e ,.’Bn) = ZZaijxixj.

i=1j=1
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10.1. Okreslono$¢ formy kwadratowej

Przyktad 10.1. Odwzorowania
hi (x1, 2, x3) = —x2 + 23120 + 25 — 4T073

oraz
2 2
hg (:Ul, o, X3, $4) = —I + 2%1.@2 + Ty — 4x2$3

sq formami kwadratowymi o macierzach

o PR

A, =11 1 =2 oraz Ap, =
0 —2 o0 0 -2 0 O
0O 0 0 ©

Odwzorowania
g1 (x1,29) = :n% + 2119 + 22 Oraz  go (r1,22) = x% + x% +1

nie sq¢ formamsi kwadratowymi.

10.1. Okreslonosé formy kwadratowej
W klasie wszystkich form kwadratowych szczegdlna role odgrywaja formy okreslone.
Definicja 10.2. Forme kwadratowq h (z) = 7 Az nazywamy

e dodatnio okreslong, jezeli

2T Az >0, VeeR™ {0};

o ujemnie okreslong, jezeli
eT Az <0, Ve R™ {0};

e dodatnio polokreslong, jezeli
2T Az >0, VreRY

o ujemnie pélokreslonqg, jezeli
tT Az <0, VzeRY

o nieokreslong, jezeli nie zachodzi Zaden z powyzszych warunkéw.

Przyktad 10.2. Rozwazmy ponownie forme kwadratowq
hyi (z1, 2, x3) = —x? + 23129 + 25 — 4T03.

Poniewaz hq (1,0,0) = —1 oraz hy (0,1,0) = 1, zatem forma kwadratowa hy jest nieokreslona. Forma
kwadratowa
h(x1,x2) = 22 + 223

jest dodatnio okreslona; z kolei forma
g (I‘l,l‘g,l’g) = Jj% + 21‘%

jest pétokreslona dodatnio (dlaczego?).
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10.2. Metody badania okreslonosci formy kwadratowe;j

10.2. Metody badania okreslonosci formy kwadratowej

Ponizej przedstawione zostana (bez dowodéw) najczesciej stosowane metody badania okreslonosci
form kwadratowych.

10.2.1. Kryterium Sylvestera
Twierdzenie 10.1. Forma kwadratowa h (v) = 27 Az, gdzie A = AT € R™ " jest:

— dodatnio okreslona wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie minory wiodgce macierzy A sq dodatnie:

aip - a1y

air -0 a1

Przyktad 10.3. Dla formy kwadratowej

h(x1,x,23) = Bm% + 22129 + a:% — 2x123 + 237?),

mamy:
3 1 -1 1
h(ml,xg,:cg) = [xl T2 1'3] 1 1 0 T2
-1 0 2 T3
Poniewaz
3 1 1 -1
D =3>0, DQZ‘l 1‘:2>0, Dy=| 1 1 0 |=3>0,
-1 0 2

zatem forma kwadratowa h jest dodatnio okreslona.

Warto zwrécié uwage na fakt, ze z warunkéw D; > 0 (j = 1,...,n) nie wynika dodatnia pétokre-
$lonoéé formy kwadratowej h (z) = 27 Az.

Przyktad 10.4. Dla formy kwadratowej

h(z1,72) = 1 2] {8 Y ] [2 } = a2

mamy D1 > 0 oraz Do > 0, podczas gdy forma kwadratowa h jest ujemnie pétokreslona.

Twierdzenie 10.2. Forma kwadratowa h (z) = x7 Az, gdzie A = AT € R™", jest:

— dodatnio pétokreslona wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie minory gléwne macierzy A sq nieujemne,
tj.

Agqidq Ao e ail’ip
iy Qigig Qg

20,
a’ipil a’ipiz Tt aipip

dlal<ip <...<ip<n, 1 <p<n;
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10.2. Metody badania okreslonosci formy kwadratowe;j

— ujemmnie potokreslona wtedy i tylko wtedy, gdy

Aj1i;  Agrig " ailip
(_1)p Qigiy  Qigiy  ** Qigiy >0,
Qipiy  Qigip " Qiyiy
dlal1<ip<...<ip<n, 1<p<n.
Przyktad 10.5. Dla formy kwadratowej
-1 -1 1 1
h(xy,xe,x3) = —x% — 2x129 + 22129 — 23:% — 23:% =[x1 x2 x3) | -1 -2 0 9
1 0 -2 T3
mamy
e trzy minory glowne stopnia jeden: a1 = —1, asg = —2, azz = —2;
o trzy minory giéwne stopnia dwa:
-1 -1 -2 0 1 1
‘ o )_1>o, ' 20 ’_4>0, ’ R ‘_1>0,
e jeden minor glowny stopnia trzy:
-1 -1 1
-1 -2 0 |=0.
1 0 =2

Z twierdzenia 11.2 wynika, Ze forma kwadratowa h jest ujemnie potokreslona.

10.2.2. Kryterium wartosci wlasnych

Mozna udowodnié, ze rzeczywista macierz symetryczna A ma rzeczywiste wartoéci wiasne. Niech
v = (v,...,v,)T bedzie wektorem wlasnym macierzy A odpowiadajacym jej wartoéci wlasnej \ (A)
oraz przypuéémy, ze forma kwadratowa h (z) = 27 Az jest dodatnio okreslona. Wéwczas

0<vlAv=2v"A(A)v=X(A)vTv=\(A) ng, (10.2)
i=1

a stad A (A) > 0. Oznacza to, ze jezeli forma kwadratowa jest dodatnio okreslona to jej macierz ma
dodatnie wartoéci wiasne. Latwo o podobne zaleznosci dla form okreslonych ujemnie oraz pétokreslo-
nych.

Prawdziwe jest nastepujace

Twierdzenie 10.3. Niech Ay (A), ...,  \, (A) bedg wartoéciami wlasnymi macierzy A = AT € R™¥",
Wowczas forma kwadratowa h (z) = 7 Az jest

— dodatnio okreslona wtedy i tylko wtedy, gdy
Ai(A)>0 (i=1,...,n);
— ujemnie okreslona wtedy i tylko wtedy, gdy

ANi(A) <0 (i=1,...,n);
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10.2. Metody badania okreslonosci formy kwadratowe;j

— dodatnio polokreslona wtedy i tylko wtedy, gdy
Mi(A) =20 (i=1,...,n);
— ujemnie potokreslona wtedy + tylko wtedy, gdy
Ni(A) <0 (i=1,...,n).
Przyktad 10.6. Rozwazimy forme kwadratowq h z przykiadu 11.5:

-1 -1 1 1
h($1,$2,1‘3) = [.7}1 T2 .7}3] -1 -2 0 X9 . (10.3)
1 0 -2 T3

Jej macierz ma trzy rzeczywiste wartosci wlasne A\1 = —3, Ao = =2, A3 = 0. Z twierdzenia 11.3
wynika, zZe forma kwadratowa (10.3) jest ujemnie pélokreslona.

10.2.3. Sprowadzenie do postaci kanonicznej (metoda Lagrange’a)
Prawdziwe jest nastepujace

Twierdzenie 10.4. Dia kazdej macierzy symetrycznej A € R™ ™ istnieje macierz nieosobliwa P €
R™ " dla ktorej macierz PT AP jest diagonalna. Innymi stowy, dla kazdej formy kwadratowej

h(z) =z Ax

istnieje nieosobliwe przeksztalcenie liniowe x = Py, dla ktorego forma kwadratowa h (Py) = y* PT APy
przyjmuje postac kanoniczng, tj.
h(Py)=cyi+... + cnyg, (10.4)

dla pewnych skalaréw c1,...,c, € R.
Zauwazmy, ze forma kwadratowa zapisana w postaci kanonicznej (10.4) jest:

dodatnio okreslona wtedy i tylko wtedy, gdy ¢; >0 (i =1,...,n);
ujemnie okreslona wtedy i tylko wtedy, gdy ¢; <0 (i =1,...,n);
dodatnio pélokreslona wtedy i tylko wtedy, gdy ¢; >0 (i =1,...,n);
ujemnie polokreslona wtedy i tylko wtedy, gdy ¢; <0 (i=1,...,n).

Metoda Lagrange’a Forme kwadratowsg

h(z) =zl Az = Zn:iaijwixj

i=1j=1
mozemy zapisa¢ w postaci
h(z,...,xy) = allx% + (1221'% + ..+ annx% + 2 (a12z122 + a132123 + ... + Ap—1 nTp—1Tn) -
Rozwazmy trzy przypadki:
e «a;; =0 dla wszystkich 4,5 € {1,...,n}. Wowczas h (z) = 0, tzn. forma kwadratowa jest jednocze-

$nie ujemnie oraz dodatnio pétokreslona;
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10.2. Metody badania okreslonosci formy kwadratowe;j

a;; = 0 dla wszystkich ¢ € {1,...,n} oraz istnieja indeksy k, [ dla ktérych ag; # 0. Niech ey oraz ¢
beda odpowiednio k-tym oraz I-tym wektorem bazy kanonicznej przestrzeni R”™. Niech v = e; +¢;
oraz v~ = e — €;. Wowczas

n n
_ +,,+
=D aivivf = 2ay

i=1j=1

n o on
= E E aijvi_vj_:—Qakl

i=1j=1

skad wynika, ze w rozwazanym przypadku forma kwadratowa h jest nieokreslona;
a;; # 0 dla pewnego indeksu i; bez straty ogdlno$ci mozemy przyjaé, ze i = 1. Wowcezas

h(xi,...,zy) = anxl + 2x12a1jx3 + ZZawxﬁ]

1=275=2
= a1 xl + 23:12—:1:] + Zzaw%%
1=275=2
2
n a1 ay; n o n
=ai1 | r1 + Z—ij — all foj + ZZaijxmj.
— a1 — a1l ——
Jj=2 j=2 1=2j=2
Do formy kwadratowej h mozemy teraz zastosowa¢ zamiane zmiennych:
( n
y1—$1+22ﬁ xlzyl—ZZii%
j=2
Y2 = 2 lub réwnowaznie T2 = Y2 (10.5)
Y3 = T3 T3 = Y3
Yn = Tn Tn = Yn
Roéwnania (10.5) okreslaja nieosobliwe przeksztalcenie liniowe postaci x = Py, gdzie
_a2 _ai3 ., _da
ait ait a1
p_ 0 1 o - 0
0 0 e 0 1
W wyniku zamiany zmiennych (10.5) otrzymujemy
h(z) =h(Py) = anyi +h(y2, - ),
gdzie h jest formg kwadratowa zmiennych ysa, . . ., yn, do ktérej ponownie stosujemy przedstawione

rozumowanie rugujac systematycznie kolejne zmienne i sprowadzajac ja do postaci kanonicznej
(lub wczesniej stwierdzajac jej nieokreslonosc).
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Przyktad 10.7. Rozwazmy forme kwadratowq
_ 2 2
h (1,2, 23) = —x7 + 22122 + 15 — dX2X3.
Stosujgc opisang powyzej metode Lagrange’a sprowadzimy jg do postaci kanonicznej. Mamy:

h(x1,x9,x3) = —x% + 2x129 + x% — 4x9x3
— (:L'% — 2:1711‘2) + :Ug — 4x9x3
T — x2)2 + 230% — 4x9x3
x2)2 +2 (m% — 22073 + x%) — 29:§

— 29)? + 2 (zg — x3)* — 222,

= (
:—(ml
_(-731

Rozwazana forma kwadratowa jest wiec nieokreslona. Zauwazmy ponadto, zZe dokonujgc zamiany
zmiennych

x9g —x3=1y2  lub réownowaznie T2 =Y2+Y3 )

ktora jest przeksztatceniem liniowym x = Py o macierzy P postaci

111
P=|011/[,
00 1
otrzymujemy
-1 1 0 T
h(iL‘l,ZCQ,xg) = [.1‘1 T2 $3] 1 1 —2 X9
0 -2 0 I3
11 17°-11 o0 1117w
=[yiy2ys] | O 1 1 1 1 -2 011 s
0 0 1 0 -2 0 001 U3
_—1 0 0 ] Y1
=yl | 0 2 0 y2 | = —ui +2y5 — 243
L 0 0 —2_ Y3

Jest to postaé kanoniczna rozwazanej formy kwadratowej (cy = —1, co =2, c3 = —2).



