Rozdzial 11

Przestrzenie unitarne

Niech X bedzie rzeczywista przestrzenia liniowa.
Definicja 11.1 (iloczyn skalarny). Funkcje s: X x X — R spelniajgcqg warunki:

(a) Va,B e R, Va,y,z € X :
s(ax + By, z) = as(z,2) + Bs (y,2);

(b) Vz,y € X :
s(z,y) =s(y,x);

(c) Vo e X :
s(z,z) 20 oraz s(z,x)=0<2x=0

nazywamy iloczynem skalarnym. Pare (X, s) nazywamy przestrzenia unitarna.
Tloczyn skalarny wektoréw x,y bedziemy réwniez oznaczaé jako (x,y) lub z o y.

Przyktad 11.1. Odwzorowanie
n
(xla'”vxn)o(ylv"')yn):Z‘rkyk (111)
k=1

to naturalny iloczyn skalarny w R™.

Przyktad 11.2. Odwzorowanie ,
s(f.0) = [ f@gta)ds
jest iloczynem skalarnym w przestrzeni Lo (a,b) tzw. funkcji calkowalnych z kwadratem, tj.
b
Lo (a,b) = {f :(a,b) - R :/a () dx < +oo}.

Przyktad 11.3. Odwzorowanie
s(A,B) =tr (ATB)

jest iloczynem skalarnym w przestrzeni R™*™,
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11.1. Norma okre$lona przez iloczyn skalarny

11.1. Norma okreslona przez iloczyn skalarny
Niech X bedzie rzeczywista przestrzenia liniowa.
Definicja 11.2 (norma). Funkcje ||| : X — R spelniajacqg warunki

(a) Vx e X :
||| >0 oraz |z]| =0« z=0;

(b) Vz € X,V e R :

loz]} = |af - [|l]

(c) Vo,ye X :
lz +yll < [zl + [yl

nazywamy norma. Pare (X, ||-||) nazywamy przestrzenia unormowana.

Warunki wystepujace w powyzszej definicji to naturalne wymagania stawiane przed funkcja mie-
rzacg dlugosé wektordw.

Przykltad 11.4. KaZda z poniiszych par (X, ||-||) jest przestrzeniq unormowang:
a) X =R" z normg
1@,y wn) | = yfaf + -+ 23

b) X = Clqy z norma
If1l = max{[f (z)] : x € [a,b]};

c) X =R"™™ z normg

1Al = \/max {|A] : A € o (AT A)}.

Wykazemy teraz, ze jezeli w rzeczywistej przestrzeni liniowej X zdefiniowano iloczyn skalarny s to
funkcja |||, : X — R okreslona wzorem

2]l = /s (z, x) (11.2)

jest norma w X.

Zauwazmy na poczatek, ze na podstawie warunku (c) definicji 10.1, funkeja ||-||, jest dobrze okre-
Slona — wartosci s (z,x) sa nieujemne; ten sam warunek gwarantuje réwniez, ze punkt (a) definicji
10.2 jest spelniony. Poniewaz

laz||, = /s (ax, ax) = Vas (z,az) = \/as (az, ) = /a5 (z, )
= lalV/s(z,2) = laf - |[=]]

zatem punkt (b) réwniez zachodzi. Zanim uzasadnimy punkt (c), wykazemy nastepujace

Twierdzenie 11.1 (nieréwno$é Schwarza). Dla dowolnych wektoréw x,y rzeczywistej przestrzeni
lintowej wyposazonej w tloczyn skalarny s zachodzi

s (z, 9)| < llzlls - llylls - (11.3)
Dowdéd: Dla dowolnych ustalonych wektoréw z, y rozwazmy funkcje

o) =s(z+ty,x +ty)
zmiennej t € R. Bez straty ogdlnoéci mozemy zaltozy¢, ze y # 0. Z warunku (c) definicji 10.1 wynika,

ze

e(t) >0, dlateR. (11.4)
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11.2. Ortogonalno$é

Poniewaz
o (t) =t%s (y,y) + 2ts (z,y) + s (z,z)

zatem ¢ jest funkcja kwadratowa, ktéra — wobec warunku (11.4) — ma niedodatni wyréznik, tj.
A =45 (z,y) — 4s (x,2) s (y,y) <0,
lub réwnowaznie

s* (z,y) <s(z,2)s(y,y) .-

Stad wynika zalezno$¢ (11.3). m
Dla dowolnych z,y € X mamy wiec

lz+yl2=s(x+y.z+y) =s(x,z)+2s(2,y) +5(Y,y) <

<s(x,x) +2v/s(z,2) s (y,y) + s (y,y) =
= (V@) +vswm) = (lal, + ol

Oznacza to, ze wzér (11.2) definiuje norme w dowolnej przestrzeni unitarnej.

11.2. Ortogonalnosé

7 nierownosci Schwarza wynika, ze dla niezerowych wektoréw x,y rzeczywistej przestrzeni X:

s(x,y)
~ ~ .
zlls - Nyl

Wiynika stad, ze iloraz s (x,y) / (||z]|, - ||y||,) jest kosinusem &cisle okreslonego kata £ (z,y):

cos £ (z,y) = _s@y) £ (z,y) € [0,7].

el Tl

Na podstawie definicji przyjmujemy, ze jest to kat miedzy wektorami z oraz y. Mamy wiec

s(z,y) = llzlls - lylls - cos £ (x,y) .
Definicja 11.3. Dwa wektory nazywamy ortogonalnymi, jezeli ich iloczyn skalarny jest rowny zero.

Wektor zerowy jest jedynym wektorem prostopadlym do kazdego wektora (réwniez do siebie sa-
mego).

Przyktad 11.5. Rozwazmy przestrzen R® z naturalnym iloczynem skalarnym (zob. przyktad 10.1).
Dla wektoréw vy = (1, V3, O) ,ua = (0,1,0) mamy

5 (v1, vo) 1-0+v3-14+0-0 /3
cosp = = =,

loills - flo2lly, — VIF3-V1 2

Tym samym £ (v1,v2) = @ = §.

Przykltad 11.6. W przestrzeni m,(R) definiujemy funkcje:
1
s1(f.9) = [ f@)g @)

s2(£,9) =2 W (=1)g® (-1).
k=0
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11.3. Ortogonalizacja Grama—-Schmidta

Przestrzenie (m,(R),s1) oraz (m,(R), s2) sq przestrzeniami unitarnymi. Niech f(x) = 2x + 1 oraz
g(x) =32% - 32+ 1. Wowczas

1 1
sl(f,g):/l(Zx—I—l)(3x2—3x+1)da::/16m3—3x2—x—|—1d$:()

s2(f,9)=f(-D)g(-1)+f(-1)g (-1)+ f"(-1)¢" (-1) = —25.

Oznacza to, Ze rozwazane wielomiany sq ortogonalne w przestrzeni (my(R), s1), natomiast nie sq¢ or-
togonalne w przestrzeni (m,(R), s2).

11.3. Ortogonalizacja Grama—Schmidta

Rozwazmy ciag v1,...,v, wektoréw rzeczywistej przestrzeni liniowej X wyposazonej w iloczyn
skalarny s. Jezeli
v; Lo; dla i# 7,

to méwimy, ze ciag vi, ..., v, jest ciggiem wektoréw ortogonalnych. Jezeli dodatkowo ||v;||, = 1
(1=1,...,n), to ciag ten nazywamy ciggiem ortonormalnym.

Przypusémy, ze wektory vy, ..., v, stanowia baze przestrzeni X. Podamy teraz algorytm modyfi-
kujacy te baze w taki sposob, ze nowo otrzymana baza 91, ..., 7, jest baza ortonormalng przestrzeni
X.

Twierdzenie 11.2 (algorytm Grama—Schmidta). Niech cigg vy, ..., v, stanowi baze rzeczywistej
przestrzeni X wyposazonej w iloczyn skalarny s. Wowczas cigg wektorow vy, ..., 0, okreslonych wzo-
ramsi

. vr . Vg — Sk Ls (vg, 52) B

Jor][ Uk — S8 (g, 1) U

k=2,....n

s

jest taki, ze:

a) dla kazdego k € {1,...,n} : span{vy,...,vp} =span{01,...,0%};
b) cigg ¥1,...,0, jest bazq ortonormalng przestrzeni X .

Dowdéd: Dowdd poprowadzimy przez indukcje wzgledem n. Dla n = 1 twierdzenie jest prawdziwe, tj.

|01]]; = 1 oraz span {v1 } = span {?; }. Przypusémy wiec, ze uktad o1, ..., 0,_; jest baza ortonormalna
przestrzeni span {vy,...,vp_1}. Niech v = v — Zf;lls (vk, 0;) v;. Wykazemy teraz, ze wektor v jest
ortogonalny do wektoréw v1,...,0,_1. Mamy dla j =1,...,k —1:

s(v,05) = s (’Uk — s (o, ) ’51‘7%‘) = 5 (08, Tj) — 24y s (g, T) s (B3, )
= 5 (vk, U5) — s (vk, U;) = 0.

Zauwazmy ponadto, ze v # 0. W przeciwnym przypadku mieliby$my

vk € span{01,...,0k_1} =span{vy, ..., Vk_1}
wbrew liniowej niezaleznoéci wektoréw vy, ..., v,. Mozemy wiec przyjac
k—1 N
e Y Uk — D i1 8 (Vk, U) U
k= =
v k—1 ~\ ~
Wl floe = 82 (o, 50)
S
Tym samym wektory 01, ..., 0 tworza uktad wektoréw ortonormalnych oraz rozpinaja te samg prze-
strzen co wektory vi,...,vp. ®
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11.4. Rzut prostopadty na podprzestrzen liniowa

Przyktad 11.7. Niech X = {(z,y,z,w) €R* 12+ 2y + 32+ w=0,2+y+2=0}. Latwo stwier-
dzié, ze
X = {(_y_zayaZ,_y_Qz):y,Z GR}

Jest to wiec podprzestrzen liniowa przestrzeni R*, a poniewas
(_y — %Y,z 7Y — 22) =Y (_17 17 07 _1) +z (_17 07 17 _2)

zatem jej bazq sq wektory ey = (—1,1,0,—1),e2 = (—1,0,1,—2). Wyznaczymy baze ortonormalng
przestrzeni X w sensie naturalnego iloczynu skalarnego indukowanego z przestrzeni R*. Z twierdze-
nia 11.2 wynika, Ze szukana baza €1,€y moze byé wyznaczona ze wzorow

€1 - €9 — (62 (e] él) él

é = — =

€9 — — .
e’ |e2 — (e2 0 &1) é1|

Poniewaz |le1|| = \/e1 0 e1 = V3, zatem & = @ (=1,1,0,—1). Podobnie, poniewaz
3 3
es— (ex0é1)ér = (—1,0,1,-2) — ((—1,0, 1,-2)o ‘3[ (—1,1,0, —1)> \3[ (=1,1,0,-1) =

= (_1707 17 _2) - (_1> 1707 _1) = (07 _17 1> _1)

wiec
—1,1,-1
. \/(07_1’(3:_1)707(0’)_171’_1) . {f (0,~1,1,-1).
Wektory
= \gg (-1,1,0,-1), €2 = \f (0,-1,1,-1)

sq bazg ortonormalng przestrzeni X.

11.4. Rzut prostopadly na podprzestrzen liniowg

Niech V' bedzie n-wymiarowa podprzestrzenia liniowa rzeczywistej przestrzeni unitarnej (X, s).
Rozwazmy dowolny wektor u € X\V.

Definicja 11.4 (rzut ortogonalny). Wektor u* € V' spelniajacy warunek
YVoeV: wu—u" Lo (11.5)

nazywamy rzutem ortogonalnym wektora u na podprzestrzen V.

0° > "

Wykres 3. Rzut ortogonalny wektora u na podprzestrzen liniowa V.
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Przypu$émy, ze wektory ui,...,u, sa baza podprzestrzeni V. Warunek (11.5) réwnowazny jest
woéwcezas warunkowi
u—u Lu (i=1,...,n). (11.6)

Poniewaz u* € V zatem istnieja skalary o; € R (i = 1,...,n) dla ktérych
ut=aojur + ..+ oy,

Aby wyznaczy¢ rzut ortogonalny u* wektora u wystarczy wiec wyznaczy¢ jego wspélrzedne of, ..., o,
wzgledem dowolnej bazy przestrzeni V. Zaleznosé (11.6) oznacza, ze dlai =1,...,n:

0=s(u—uu) =s(u—> p_j0qup,u) =s(u,u) — > p_qyops (ug, ui),

lub réwnowaznie
> oh18 (uisup) af = s (u,u;) .

Szukane wartosci af, ..., o), sa wiec rozwigzaniem ukladu réwnan liniowych
s(uy,up) -+ s(ur,up) fo%) s (u,uy)
= : . (11.7)
S (up,u1) - 8 (Un,up) al s (u, up)

Macierz G' = [s (u;, u;)] tego ukladu — tzw. macierz Grama — posiada wiele waznych i interesujacych
wlasnosci. Mozna na przyklad pokazaé, ze jej wyznacznik jest rézny od zera wtedy i tylko wtedy, gdy
wektory up,...,u, sa liniowo niezalezne (zob. zestaw 12, zad. 5). Postaé¢ macierzy G zalezy od
wyboru bazy przestrzeni V. W przypadku, gdy baza ui,...,u, jest baza ortonormalna, macierz G
jest macierza jednostkowa, a rozwiazaniem ukladu (11.7) sa skalary

af =s(u,u;), (i=1,...,n).

Wynika stad nastepujace

Twierdzenie 11.3. Niech uy,...,u, bedzie bazg ortonormalng podprzestrzeni V' przestrzeni liniowej
X wyposazonej w iloczyn skalarny s. Dla dowolnego wektora uw € X istnieje dokladnie jeden wektor
u* €V bedgcy rzutem ortogonalnym wektora u na podprzestrzen V. Wektor ten okreslony jest wzorem:

n

ut = Zs (w, ui) u;. (11.8)

=1

Przykltad 11.8. Wyznaczymy rzut ortogonalny wektora uw = (1,1,1,1) na podprzestrzen X przestrzeni
R?* rozwazang w przyktadzie 11.7 (z naturalnym iloczynem skalarnym). Przypomnijmy, Ze ortonor-
malng baze X stanowiq wektory

u = *f (—1,1,0,-1), us= \f (0,-1,1,-1).

Poszukiwany wektor u* wyznaczymy ze wzoru (11.8). Otrzymujemy

1 1
u* = (uowuy)us + (wouz)ug = —= (—1,1,0,-1) — 3 0,-1,1,-1) =

1,0,—-1,2).
3 (77 7)
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