Rozdzial 12

Elementy geometrii analitycznej w R?

Elementy tréjwymiarowej przestrzeni rzeczywistej R® = {(x,y, 2) : x,y, 2 € R} mozemy interpre-
towaé co najmniej na trzy sposoby:

e jako zbior punktéw (z,y, z) (wykres 4a)); bedziemy je oznaczaé¢ duzymi literami A, B, C'itd. Liczby
rzeczywiste x,y, z nazywamy wspolrzednymi punktu A = (z,y, z). Punkt nie jest wielkoscia wek-
torowa — nie ma zwrotu, kierunku, dtugoéci.

e jako zbiér wszystkich wektoréw zaczepionych @, ?,?, 7 itd. (wykres 4b)). Wektory te maja
wspélny poczatek w punkcie O = (0,0,0). Kazdy punkt P = (z,vy, z) wyznacza dokladnie jeden
wektor zaczepiony OP = (z,y, 2).

e jako zbiér wszystkich wektoréw swobodnych 7, przy czym przez wektor swobodny ¥ rozumiemy
zbior wszystkich wektoréw zaczepionych w dowolnym punkcie, ktére maja te sama dlugosé, ten sam
zwrot oraz ten sam kierunek co wektor @ (wykres 4c¢)). Kazde dwa rézne punkty A = (24, Ya, Za)
oraz B = (xp, yp, 2p) Wwyznaczaja dwa wektory swobodne

—
fﬁ = (LL’(, — ZarYb — Ya, b — Za) oraz BA = (xa — by Ya — Yby Za — Zb) ;

—
wektor BA nazywamy wektorem przeciwnym do wektora B . Punkt A (odpowiednio B) nazywamy

poczatkiem (koncem) wektora AB. Poczatek (koniec) danego wektora jest koncem (poczatkiem)
wektora do niego przeciwnego.

Niech @ = (Tuy Yu, 20) OTAZ v = (v, Yu, 2v) beda dowolnymi wektorami oraz niech aw € R. Wpro-
wadzamy dwa naturalne dzialania: sume wektoréw

d;
7+7=f($u+$myu+yv,2u+%)

oraz mnozenie wektora przez skalar:

d
a7 (QXyy, Yy, 02y -

Dlugosé wektora U okreslamy wzorem:

d
171 L a2+ 42 + 22
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12.1. lloczyny wektoréw: skalarny, wektorowy, mieszany

TN g ’ Y
- A.: (20, Y0, 20) a

.
- i .
20 IR el

Wrykres 4. Punkty, wektory zaczepione, wektory swobodne.

)

12.1. Iloczyny wektoréw: skalarny, wektorowy, mieszany

12.1.1. Tloczyn skalarny
Rozwazmy dwa wektory U i U przestrzeni R3.
Definicja 12.1 (iloczyn skalarny). Iloczyn skalarny wektoréw U oraz U to liczba (skalar) o

okreslona wzorem
o7 LY@ |7 cos£ (X, D), (12.1)
gdzie £ (U, V) to kgt miedzy wektorami W i U ; zakladamy, ze 0 < £ (U, V) < .
Mozna wykazaé, ze jezeli U = (Tws Yu, 20u) OTAZ v = (v, Yo, 2v) tO
ﬁoﬁzxu'wy—i—yu-yv—i—zu-zv. (12.2)
Ze wzoréw (12.1) oraz (12.2) wynika, ze kat miedzy niezerowymi wektorami @ i ¥ wyraza sie wzorem

Ty Ty + Yu Yo T 2u - 20

£ (U, ) = arccos — s
\/$u+yu+zu' \/xv—i_yv_‘_zv

WtasnoSci iloczynu skalarnego
Dla dowolnych 7, 7, W € R3 oraz a € R zachodzi

a) Wod =7 ou;

b) ol = ||

¢) (a-WoW =a-(Uo);

&) (7 + 7)o = (7 o W) 1 (7o ):

e) |« oW| < | W |V (nieréwnosé Schwarza);

f) W1V < W oW =0 (warunek ortogonalnosci wektoréw).

Cwiczenie Uzasadni¢ powyzsze wlasnosci iloczynu skalarnego.

Uklad wspéirzednych

Uktadem wspdtrzednych w przestrzeni R? nazywamy trzy ustalone wzajemnie prostopadle proste,
przecinajace si¢ w jednym punkcie zwanym poczatkiem uktadu wspoélrzednych. Zwyczajowo proste
te oznacza si¢ Oz, Oy oraz Oz i nazywa si¢ osiami uktadu wspotrzednych Oxyz. Poczatkiem uktadu
wspolrzednych jest zazwyczaj punkt (0,0,0). Geometria analityczna to geometria uprawiana w wy-
branym uktadzie wspotrzednych.
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12.1. lloczyny wektoréw: skalarny, wektorowy, mieszany

12.1.2. Tloczyn wektorowy
Niech o = (Tuy Yu, 20) OTAZ v = (T4, Yu, 2v) beda dowolnymi wektorami z przestrzeni R3,

Definicja 12.2 (iloczyn wektorowy). Illoczynem wektorowym wektoréw U oraz nazywamy wek-
tor
U XV = (yuzv — Yv2u, Tyly — Tuly, Tuly — xvyu) . (12.3)

Latwo sprawdzié przez bezposredni rachunek, ze wzoér (12.3) mozna wyrazi¢ w postaci symbolicz-

nego wyznacznika
- = 2
Tk

Loy Yo 2o
_>
gdzie 7= (1,0,0), 7 =(0,1,0), & =(0,0,1). Mozna réwniez wykazaé, ze
1T x TN =T - |7 -sin £ (L, T)
gdzie, podobnie jak poprzednio, £ (7, ¥) to kat miedzy wektorami @ i ¥ (0 < £ (W, V) < ).
Wtasnosci iloczynu wektorowego

Dla dowolnych 7, 7, W € R3 oraz a € R zachodzi

a) Ux VU =—(7xu);

b) (- W) x V=" x(a-V)=a- - (U xT);

) (U+V)xW=(UxW)+(V xW);

d) !7><7!< 11| (21

) O <:>{7 I 7\/7—0\/7—0} (warunek réwnoleglosci wektoréw);
f) 7><7J_7,7><7J_7.

Cwiczenie Uzasadni¢ powyzsze wlasnosci iloczynu wektorowego.

Przyktad 12.1. Rozwazmy trzy punkty
A=(0,1,0), B=(1,0,1), C=(1,1,1)

bedgce wierzchotkami pewnego trojkgta. Obliczymy jego pole.
Zavwwazmy, ze dwoma bokami tréjkgt o wierzchotkach A, B,C sq¢ wektory 1@ oraz /ﬁ jego pole
P wyraza sie wiec wzorem

= JIAB| - |AC| -sin £ (4B, AC) = || AB x AT

Poniewaz
AB=(1,-1,1), AC=(1,0,1),
zatem SO ?
? J
ABxAC=|1 11 |=-7T+¥%=(-1,0,1)
1 0 1
1 ostatecznie P = I=10.D] 0 DI — ?
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12.1. lloczyny wektoréw: skalarny, wektorowy, mieszany

Orientacja uktadu wspétrzednych

Rozrézniamy dwie orientacje ukladu wspélrzednych Oxyz — orientacje dodatnia (uklad prawo-
skretny) oraz ujemna (uktad lewoskretny). Orientacja uktadu zalezy od wzajemnego polozenia osi
uktadu Oz, Oy oraz Oz. Jezeli wyprostowany kciuk prawej reki umiescimy w ten sposéb, aby wskazy-
wal dodatnia czesé osi Oz, a zgiete palce wskaza kierunek obrotu od osi Oz do osi Oy (odpowiednio:
od osi Oy do osi Ox) to wéwczas mamy do czynienia z ukladem prawoskretnym (lewoskretnym).

a) . b) 5

Y T
Wykres 5. Orientacja ukladu wspélrzednych: a) uktad lewoskretny, b) uktad prawoskretny.

Iloczyn wektorowy U x U dwoéch niezerowych, niewspétliniowych wektoréw U,V przestrzeni
R3 ma te wlasnoéé, ze orientacja tréjki wektoréw UV, U x U jest zgodna z orientacja uktadu
wspoirzednych Ozyz.

12.1.3. Iloczyn mieszany

Niech ¥ = (Tus Yuy 2u) U = (Tv, Yo, 2v) 0 = (Zw, Yw, 2w) beda dowolnymi elementami przestrzeni
R3.

Definicja 12.3 (iloczyn mieszany). lloczynem mieszanym  uporzgdkowanej tréjki  wektoréw
U, U, W nazywamy liczbe (7, o, W) okreslong wzorem

(@, 7,8) L (@ x 7)o . (12.4)

Latwo wykazaé, ze iloczyn mieszany wektoréw jest wyznacznikiem macierzy, ktorej wiersze (lub
kolumny) sa wspélrzednymi tych wektoréw, tj.:

LTy  Yu Ru

(77 77 ﬁ) = | Tv Yo Zv |- (12.5)
Tw Yw 2w
WtasnoSsci iloczynu mieszanego
Dla dowolnychﬁ, 7, W € R3 oraz a € R zachodzi:
a) (77 7’3) == (7’7a m) = (7a Ba 7) ;
b) a - (4,7, %) =(a- W, 7, W) = (L, ¥, W) = (W, 7, W);

c) (ul +ub, v, W) = (uf, ¥, W) + (us, ¥, W)
d) [(Z, 7, &) < |2 |7 - 7]

Cwiczenie Uzasadni¢ powyzsze wlasnodci iloczynu mieszanego.
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12.1. lloczyny wektoréw: skalarny, wektorowy, mieszany

12.1.4. Zastosowanie geometryczne iloczynu wektorowego oraz mieszanego

Niech @ = (a:u,yu,zu),7 = (:vv,yv,zv),i2 = (Tw, Yuw, 2w). lloczyny wektorowy oraz mieszany
maja liczne interesujace zastosowania geometryczne. Mozna przy ich pomocy wyznacza¢ miedzy
innymi:

v' pole réwnolegloboku: pole P, réwnolegtoboku rozpietego przez wektory Ui wyraza sie
wzorem (zob. wykres 6a))

P =7 x 7; (12.6)
v' pole trdjkata: pole P; trdjkata rozpietego przez wektory i wyraza sie wzorem

P, = % |7 x 7| ; (12.7)

v' objetos¢ rownolegloscianu: objetos¢ V, réownolegloscianu rozpigtego na wektorach 1,7,
wyraza sie wzorem (zob. wykres 6b))

Ve = (W, 7, 0); (12.8)

v' objetos¢ czworoscianu: objetosé V. czworodcianu wyznaczonego przez wektory AT wyraza
sie wzorem (zob. wykres 6¢))

V. — é (2,7, 7). (12.9)

a) b) c)

—
— w,

Wykres 6. Zastosowanie iloczynéw wektoréw: a) wektorowego; b) i ¢) mieszanego

Przykltad 12.2. W celu uzasadnienia wzoru (12.8) zavwazmy, Ze

cos (U x U, W) = H%T

gdzie h to dlugosé wysokosci poprowadzonej do podstawy rozpietej przez wektory U oraz U. Stad,
objetosé V,. rownolegloscianu rozpietego przez wektory , 7, W to

Vi=P, - h= "« x V|- |&]-cos&(d x 7, W)= (U x ¥) oW = (U, V,d).

Zauwazmy, ze w ten sam sposéb uzasadniamy wzor (12.9): objetosé V. czworoscianu rozpietego przez

wektory 7,7,@2 to
-Pp-h:é-Hﬁx7\\-h:é-H7><7\\-||E?H-cosi(7><7,ﬁ):
(U x VoW == (U, V, D).

SR W| -
=
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12.1. lloczyny wektoréw: skalarny, wektorowy, mieszany

Przyktad 12.3. Aby obliczyé dlugosé h wysokosci tréjkata o wierzchotkach w punktach
A=(1,1,1), B=1(2,22), C=(34,5)

opuszczonej z wierzcholka C, mozZemy zastosowaé wzor (12.7). Mamy ﬁ =(1,1,1), 1@ =(2,3,4)

oraz 1 1
P= §||,H§ x AC| = 5||H§H h.
Poniewaz 7 7 ?
ABxAC=|1 1 1 |=@,-2,1)
2 3 4
zatem
IAB x AC|| V6
|AB]| V3

Przyktad 12.4. Aby obliczyé diugosé h wysoko$ci czworoscianu o wierzchotkach
A=(0,0,0), B=(1,0,0), C=(0,2,3), D=(3,4,5)

opuszczonej z wierzcholtka D, zastosujemy wzor (12.9). Mamy
1 1

gdzie Paapc to pole tréjkgta o wierzcholkach w punktach A, B,C. Mamy

AB = (1,0,0), AC =(0,2,3), AD = (3,4,5).

Zatem 5 o ?
i
ABxAC=|1 0 0 |=(0,-32).
0o 2 3

Stqd oraz ze wzoru (12.7) wynika, e Paapc = 5 [|(0,—3,2)|| = \/?173 Poniewaz

_2’

(35,40, 75) - | ¢
3

N
otw o
I

zatem ostatecznie otrzymujemy

L 1|(ABACAD)| 5
T2 Pprape 13
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12.2. Ptaszczyzna w przestrzeni R3

12.2. Plaszczyzna w przestrzeni R?

12.2.1. Roéwnanie normalne plaszczyzny

Roéwnanie plaszczyzny 7 przechodzacej przez punkt P = (xg, Yo, z0) oraz prostopadlej do niezero-
wego wektora 7 = (A, B,C') ma postaé

T A(x—xzo)+B(y—1y0)+C(z— 2) =0. (12.10)

Jest to tzw. ré6wnanie normalne ptaszczyzny; wektor w jest jej wektorem normalnym.

Latwo stwierdzié, ze réwnanie
Ax+ By+Cz+ D =0,

gdzie A% + B? + C? > 0, réwniez opisuje plaszczyzne — jej wektorem normalnym jest wektor
7 = (A,B,C) i przechodzi ona przez punkty P, = (—%,0,0), P = (O,—%,O), Py = (0,0,—%)
(o0 ile oczywiscie ABC' # 0).

12.2.2. Roéwnanie odcinkowe ptaszczyzny

Roéwnanie postaci

r Yy =z
: -4+ =4+ -=1 12.11
m oty to=L ( )

w ktérym a, b, ¢ € R\ {0}, nazywamy réwnaniem odcinkowym plaszczyzny 7. Plaszczyzna opisana
réwnaniem (12.11) przecina osie Oz, Oy oraz Oz ukladu wspélrzednych Oxyz w punktach réwnych
odpowiednio P, = (a,0,0), P, = (0,b,0), P, = (0,0, ¢).

12.2.3. Roéwnanie parametryczne plaszczyzny

Roéwnanie plaszczyzny 7 przechodzacej przez punkt P = (xq,yo, 20) i réwnolegtej do dwdch nie-
wspolliniowych (nielezacych na jednej prostej) wektoréw o = (2, 9, 20) » W = (Lu, Yuws 20 ) Ma postaé:

T =29+ TTy + STy
T Y=19yYo+ 7Yy + SYw , gdzier,seR.
2 =20+ T2y + Szw

Jest to tzw. ré6wnanie parametryczne plaszczyzny.

12.2.4. Roéwnanie plaszczyzny przechodzacej przez trzy punkty

Kazde trzy niewspoélliniowe punkty Pp, P, P3 wyznaczaja dokladnie jedna plaszczyzne m, ktéra
je zawiera. Niech P; = (wz;,vy;,2) (i=1,2,3). Punkt P = (x,y,2) lezy na plaszczyZnie wy-
znaczonej przez punkty Pp, P>, P3 wtedy i tylko wtedy, gdy wektory PiP, PPy oraz P P5; sa li-
niowo zalezne. ROownanie plaszczyzny m przechodzacej przez trzy niewspoélliniowe punkty
P, = (zi,vyi,2:), 1 = 1,2,3, mozna wiec wyrazi¢ w postaci:

r—r1 Y—y1 z2—z2

VI T2 —T1 Y2 —Yir <2 — 21 =0. (12.12)
T3 —T1 Ys— Y1 23— 21
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12.3. Prosta w przestrzeni R3

12.3. Prosta w przestrzeni R?

12.3.1. Roéwnanie parametryczne prostej
Rozwazmy dowolny punkt P = (xg, yo, 20) oraz niezerowy wektor U = (v Yuy 20). ROéwnanie
T =T+ tx,

l: y=1yo+1ty, , gdzieteR (12.13)
z2=2z0+tzy

jest r6wnaniem prostej | przechodzacej przez punkt P i ré6wnolegtej do wektora .

12.3.2. Roéwnanie kierunkowe prostej

Przypusémy, ze prosta [ jest zapisana w postaci parametrycznej (12.13) oraz zalézmy, ze zadna
ze wspolrzednych wektora ¥ nie jest zerem. Wyliczajac z kazdego z trzech réwnan ukladu (12.13)
parametr £, otrzymujemy réwnanie kierunkowe prostej:

. Y27 R (12.14)
x’U y’U Z’U
12.3.3. Roéwnanie krawedziowe prostej
Rozwazmy dwie nieréwnolegte ptaszczyzny
m Az +Biy+Ciz+ Dy =0 oraz my: Asx + Boy + Coz+ Dy = 0.
Czescig wspolna tych plaszezyzn jest prosta
Aix+Biy+Ciz+ D1 =0

l: ; 12.15
{AQx—i-BQy—l-CQZ—i-DQ—O ’ ( )

réwnanie (12.15) to jej réwnanie krawedziowe.

Zauwazmy, ze plaszczyzny mw; oraz mo nie sg réwnolegle wtedy i tylko wtedy, gdy ich wektory
normalne 7] = (Ay,B1,Ch) i % = (Ag, By, C) nie sa réwnolegtle, tj. X b % 0. Wektor ] X b
jest jednoczesnie wektorem kierunkowym (réwnoleglym) prostej [.

12.4. Wzajemne polozenie ptaszczyzn i prostych

12.4.1. Kat miedzy pltaszczyznami oraz prostymi

Przyjmuje sie, ze kat miedzy dwiema prostymi (dwiema plaszczyznami) to kat jaki tworza wektory
kierunkowe tych prostych (wektory normalne plaszczyzn). Kat miedzy prosta i plaszczyzna, to kat
5 — a, gdzie « to kat ostry jaki tworza wektor kierunkowy prostej oraz wektor normalny plaszczy-
zny. Znajac wektory normalne plaszczyzn oraz wektory kierunkowe prostych, szukane katy mozna
tatwo wyliczy¢ wykorzystujac stosowne wlasnosci iloczynu skalarnego lub iloczynu wektorowego tych

wektorow.

12.4.2. Odlegloéé punktu od ptaszczyzny

Latwo wykazaé, ze odleglosé punktu Py = (x0,yo, 20) od plaszczyzny 7 : Axr + By +Cz+ D =0

wyraza sie wzorem
A B C D
d(Py, ) = 1A%+ Byo + Czo + D] (12.16)
VA% + B2+ (C?

Cwiczenie Uzasadni¢ powyzszy wzor.
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12.4.3. Odlegtos$é¢ punktu od prostej

Mozna wykazaé (zob. wykres 7a), ze odleglo$é punktu Py od prostej [ przechodzacej przez punkt
Py i réwnoleglej do wektora ¥ wyraza sie wzorem

—
d(Py,l) = ”P11HD° XH Il (12.17)

Cwiczenie Uzasadni¢ powyzszy wzoér.

Wykres 7. Odleglosé punktu Py od prostej [ (rys. a) oraz
odleglo$é miedzy prostymi skosnymi I ila (rys. b).

12.4.4. Odleglo$é¢ miedzy plaszczyznami

Rozwazmy dwie plaszczyzny réwnolegte my : Az+By+Cz+D1 = 0oraz mo : Ax+By+Cz+Dy =0
(plaszczyzny réwnoleglte maja ten sam wektor normalny). Ze wzoru (12.16) wynika natychmiast, ze
odleglto$¢ miedzy tymi plaszczyznami wyraza sie wzorem

| D1 — Dy
VAZ X B2 02

d(m,m) =

12.4.5. Odleglos$é miedzy prostymi

Niech l; (odpowiednio l2) bedzie prosta przechodzaca przez punkt P; (odpowiednio P,) réwnolegla

do wektora v{ (odpowiednio v3).

Proste réwnolegle

W przypadku, gdy proste I i Iy sg réwnolegle (mozemy woéwczas przyjaé, ze u o= @), wzOr na

odlegto$¢ miedzy nimi wynika ze wzoru (12.17). Mamy

—_—
IR x |
d(li,lp) = —=—.
[[o1 |
Proste skos$ne

_)

_>
Jezeli proste [ 1 [y nie sa réwnolegle (tzn. X U3 # 0; zob. wykres 7b), odleglo$é¢ miedzy nimi

obliczamy ze wzoru
oo
P1P2a ’Ula,UZ)‘

Hhb) = T




