Algebra liniowa — dr Michat Géra Zestaw 4. Liczby zespolone

Zadanie 1. Ponizsze liczby i wyrazenia przedstaw w postaci trygonometrycznej:

a) V31 b) —6 + 6i, oi-L, d)l+itge,
e)sing—icosp, f)l+cosi+ising, q) }ff:gz, h) Engf

Zadanie 2. Ponizsze wyrazenia sprowadzZ do postaci kanonicznej (dwumiennej):

a)(L+07, b)(l_i.)G, c) (—cos§+isin§)14, d) (1+cos§+ising)6,

V3+i
T ~5
o 2 N 90+ -@-20%  MI+i+E++nEN.
—/3-i

Zadanie 3. Znajdz funkcie w : R — R spetniajgcq ponizsze rownanie:

a) cos3x = w(cosx),
b) sin5x = w(sinx),
c) ctg4dx = w(ctgx).

Zadanie 4. Dla n €N oraz x € R oblicz:

a) 14+cosx+...+cosnx,
b) sin2x+ cos3x+sin4x+cos5x+...+sin2nx+cos(2n+1)x.

Zadanie 5. Naszkicuj na ptaszczyzZnie zespolonej ponizsze zbiory:

a) {zeC:|z—a|=b}, dlaaeC, beR,

b) {zeC:2<|z|<4},

c) {zeC:|z-a|=|z-b]|},dlaa,beC,

d) {zeC:|z-a|+|z—-b|=c},dlaq,beC(C, ceR,
e) {zeC:Re(iz+2)=0},

f) {zeC:|z+ 1|22 ATm(z+ 1)< 1},

%)) {zeC:arg(z+iz)=3’2—"},

h) {zeC:%sarg£<g},

i) {zeC:arg(z*) =n},

j) {zeC:arg(2®) < 3}

Zadanie 6. Wyznacz algebraicznie, a nastepnie zaznacz na ptaszczyznie zespolonej po-
dane zbiory:

a) ¥=8l, b) Y=27, o {-1+2i d)vV=T+24,
e) ¥z gdzie (1+iv3)’ (V3-1)°z=(1+D*.



Zadanie 7. Odgadujac jeden z elementdw ponizszych zbioréw wyznacz pozostate:
a) V=271,
b) V(2 -2

Zadanie 8. W zbiorze liczb zespolonych rozwigz réwnanie:

a) (z-1)*=14+iZ,

4 3 .:438
b) 2z-2)*=(3-1i3),
c) z-2z2+5=0,
d) (z+2)"=(z-2)"=0,neN,
e) (z+1+)*+(1+20)®=0.
Zadanie 9. lle wynosi suma wszystkich pierwiastkdéw algebraicznych stopnianz 1?
Zadanie 10.* Wykaz, ze w ciqgu a, = (%)n n € N, nie wystepujg dwa identyczne
wyrazy.
Zadanie 11. Jednym z wierzchotkéw szeéciokata foremnego jest wo = +/3 +i. Wyznacz
pozostate wierzchotki tego wielokata, wiedzgc ze jego $rodek lezy w:

a) poczatku uktadu wspotrzednych,
b) punkcie so =2v3 +1.

Zadanie 12.* Znajdz funkcie 9 : C — C spetniajacq ponizsze réwnanie:

a) cosx = 9(e¥),
b) sinx = 9(e¥),
c) tgx = 9(eX).

Zadanie 13. Rozwigz réwnanie:

c) 2"=n|z|, n eN.

Zadanie 14.* ZnajdZz zaleznos¢, ktéra taczy pieé¢ najwazniejszych statych matematy-
cznych: m, e - podstawa logarytmu naturalnego, i — jednostka urojona, 1 - element
neutralny mnozenia, 0 - element neutralny dodawania (1).

Odpowiedzi:
Zadanie 1: a) 2 (cos(—%) +isin(-%));
b) 6v2 (cos 3F +isin3F);
) 22 (cos (=3F) +isin (=31));
d) — (cosa+isina);
e) cos (S +a) +isin(-5+a);
f) v3 (cos g +ising);
g) cos2a +isin2a;
h) cos(m—2¢)+isin(m—2¢);

1przez wielu matematykéw rozwigzanie tego zadania jest uznawane za najtadniejszy wzér matematyczny.
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Zadanie 2: a) 8 —8i; b) —i; ¢) 1;d) —27; e) -1 — £i; f) - — 32i; g) 72 - 8i;

8 25 25
s(1+CD+i(1-(-1)%)), dlan=2k
)1 1 - K
s@+0) (14 (-1)), dlan=2k+1
Zadanie 3: a) w(t) = 4t3 — 3t; b) W (t) = 16t5 — 20t3 +5¢t; ¢) @W(t) = %;
: (n+1)x
Zadanie 4: a) e cos— dla x # 2km; n+1, dla x = 2km, k€ Z;
2
b) Ss'lnn’LX (sinx(n+1)+cosx(n+2)),dlax#kmn, -1, dlax =km, k € Z;
Zadanie 6: a) v3 — i, —v3 —(,2i: b) +iv/3,3 :I:z— ——:I:l£ c)£+ %—@—i%,—%+
2,1 i3, d)3+4,-3-4i;e) z:l:£—i—.

Zadanie 7: a) 3;, 22 - 3j, -3 _ 3, b) ~16 - 16i, 16 — 16, 16+ 16i, —16 + 16i;

<o V3,1 3,:./1, 43 V3 ,1_;:/1_43
Zadanie 8: a)1+\/4+5 \/——— 1- \/ —+¢\/§+_,1_\/T+§_l\/§_7,
1,43
1+ 3= B -i/I+ g
b) 22 — 23 284 7 27 ﬁt—+—t

50 50" 50 50~ 50 ' 50~ 50

Q) \/1+f+l\/f 1 _\/1+2f_l [ /5 51 /1+2¢§_i\/¢§2-1’ _\/1+2¢§+[\/¢§2-1;

1+cos &ﬂsm Zk—"

d)_2 2/(1[ 2kn,k=1,...,n_1;

1- Cos =~ — isin =—

Zadanie 9: 0;
Zadanie 11: a) £2{, £v3+(, £v3-i;b) v3+1,3vV3+1 3V/3+1%3}, 2vV3+1+3i;

Zadanie 12: a) 9(t) = t“ 9(t) = i

1+t2

Zadanie 13 a) 0, v2e 5, k=0,...,5:;
b)e’i,k—O,...,13
C)Zo=0,zk=”‘Vﬁ(cosz—k"+zsm2—k") k=0,...,n—1;

Zadanie 14: ¢+ 1 =0.



