
Algebra liniowa – dr Michał Góra Zestaw 5. Przestrzenie i podprzestrzenie liniowe

Zadanie 1. Sprawdź, czy struktura algebraiczna (X,+, ·) jest przestrzenią wektorową
nad R, jeżeli:

a) X = Rn oraz

+ : X × X 3 ((1, . . . , n) , (y1, . . . , yn))→ (1 + y1, . . . , n + yn) ∈ X
· : R× X 3 (α, 1, . . . , n)→ (α1, . . . , αn) ∈ X;

b) X = Rn oraz

+ : X × X 3 ((1, . . . , n) , (y1, . . . , yn))→ (1 + y1, . . . , n + yn) ∈ X
· : R× X 3 (α, 1, . . . , n)→ (α1,0, . . . ,0) ∈ X;

c) X = RA
dƒ
= {ƒ : A→ R} oraz

+ : X × X 3 (η,φ)→ η+ φ ∈ X
· : F× X 3 (α,φ)→ αφ ∈ X;

d) X = n
dƒ
= {→ 0 + 1+ . . .+ nn :  ∈ R,  = 0, . . . , n}

z naturalnymi działaniami dodawania wielomianów i mnożenia wielomianu przez
liczbę;

e) X = {ƒ : R→ R : ƒ (−) = ƒ ()} z naturalnymi działaniami dodawania funkcji i
mnożenia funkcji przez liczbę;

f) X = {ƒ : R→ R : ƒ (−1) = ƒ (1) = 0} z naturalnymi działaniami dodawania funkcji i
mnożenia funkcji przez liczbę,

g)* X = {ƒ : R→ R : ƒ– funkcja okresowa} z naturalnymi działaniami dodawania funkcji
i mnożenia funkcji przez liczbę,

h)* X = {ƒ : R→ R : ƒ– funkcja okresowa o okresie wymiernym} z naturalnymi dzi-
ałaniami dodawania funkcji i mnożenia funkcji przez liczbę.

Zadanie 2. Sprawdź, czy:

a) Y =
¦

(1, . . . , n) ∈ Rn :
∑n

=1  = 
©

, dla pewnego  ∈ R, jest podprzestrzenią
wektorową przestrzeni (Rn,+, ·);

b) Y = {ƒ : R→ R : ƒ (−) = −ƒ ()} jest podprzestrzenią wektorową przestrzeni funkcji
prowadzących z R w R z naturalnymi działaniami + i ·.

Zadanie 3. Sprawdź, czy:

a) jeżeli Y1, . . . , Yn są podprzestrzeniami wektorowymi przestrzeni X , to
n
⋂

k=1

Yk jest

podprzestrzenią wektorową przestrzeni X ;

b) jeżeli Y1, . . . , Yn są podprzestrzeniami wektorowymi przestrzeni X , to
n
⋃

k=1

Yk jest

podprzestrzenią wektorową przestrzeni X .

Zadanie 4. W oparciu o poprzednie zadanie uzasadnij, że

Y =
¦

(, y, z) ∈ R3 : + 2y− z = 0,  = 2z
©

jest podprzestrzenią wektorową przestrzeni
�

R3,+, ·
�

.
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Zadanie 5.* Niech U i V będą podprzestrzeniami wektorowymi przestrzeni X .
Uzasadnij, że

U ∪ V – podprzestrzeń wektorowa X ⇔U ⊂ V lub V ⊂ U.

Zadanie 6. Sprawdź liniową zależność wektorów w podanych przestrzeniach wektorowych
(z naturalnymi działaniami + i ·):

a) (1,0), (1,1), (0,1) w
�

R2,+, ·
�

nad R;

b)
p
2 i 2 w (R,+, ·) nad R;

c)
p
2 i 2 w (R,+, ·) nad Q;

d) 1, , 2, . . . , n w (n,+, ·) nad R (1);

e) 1, , +
p
2, 2, . . . , n w (n,+, ·) nad Q;

f) 1, sin, cos w (C (R) ,+, ·) nad R, gdzie C (R)
dƒ
= {ƒ : R→ R : ƒ – ciągła};

g) 1, sin, cos, sin2 , cos2  w (C (R) ,+, ·) nad R.

Zadanie 7. Wyznacz bazy podanych przestrzeni wektorowych (z naturalnymi działani-
ami + i ·):

a) (n,+, ·) nad R;

b) (P2n,+, ·) nad R, gdzie P2n
dƒ
= { ∈ 2n :() =(−)};

c) (C,+, ·) nad R;

d) (n () ,+, ·) nad R, gdzie n ()
dƒ
= { ∈ n :() = 0} ;

e)
¦

(, y, z) ∈ R3 : + y+ z = 0,2− z = 0
©

nad R,

f) {z ∈ C : 3Rez − 2Imz = 0}.

Zadanie 8.* Wyznacz wymiar przestrzeni wektorowej (R,+, ·) nad Q. Działania + oraz ·
to naturalne działania dodawania i mnożenia liczb.

Zadanie 9.* Pokaż, że ∀0, . . . , n ∈ R :  6= j (dla  6= j) wielomiany φ0, . . . , φn:

φ ()
dƒ
=
∏

j 6=

− j
 − j

, dla  = 0, . . . , n

stanowią bazę przestrzeni wielomianów n.

Odpowiedzi:

Zadanie 1: a) jest; b) nie jest; c) jest; d) jest; e) jest; f) jest; g)* nie jest; h)* jest;

Zadanie 2: a) jest dla  = 0; b) jest;

Zadanie 3: a) tak; b) wskazówka: Zadanie 5;

Zadanie 4: Wskazówka: uzasadnić, że

Y1 =
¦

(, y, z) ∈ R3 : + 2y− z = 0
©

oraz Y2 =
¦

(, y, z) ∈ R3 :  = 2z
©

to podprzestrzenie wektorowe przestrzeni
�

R3,+, ·
�

, a następnie zastosować zadanie
3a);

1n
dƒ
= {→ 0 + 1+ . . .+ nn :  ∈ R ( = 0, . . . , n)}
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Zadanie 5*: Uzasadnienie:

⇐ twierdzenie oczywiste;

⇒ Hp.: U 6⊂ V i V 6⊂ U. Wówczas: ∃ , :  ∈ U\V i  ∈ V\U. Pokażemy teraz, że
+ /∈ U∪V, mimo że , ∈ U∪V. Warunek + ∈ U∪V oznaczałby, że + ∈ U
lub +  ∈ V. Ponieważ

gdyby +  ∈ U
−∈U
=⇒  = −+ (+ ) ∈ U – sprzeczność

gdyby +  ∈ V
−∈V
=⇒  = − + (+ ) ∈ V – sprzeczność.

Zadanie 6: Liniowo zależne są wektory z przykładów: a), b), g);

Zadanie 7: Przykładowe bazy: a) 1, , 2, . . . , n; b) 1, 2, 4, . . . , 2n; c) 1+ ,1− ;
d) − , (− )2 , . . . , (− )n; e) (1,−3,2); f) 2+ 3;

Zadanie 8*: dimQ (R,+, ·) = #R = c. Wskazówka: uzasadnić, że każda przestrzeń liniowa
o przeliczalnej bazie rozważana nad przeliczalnym ciałem jest przestrzenią zawiera-
jącą przeliczalną liczbę elementów.

Zadanie 9*: Wskazówka: pokazać, że φ (k) =
�

1,  = k
0,  6= k .
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