Algebra liniowa — dr Michat Géra Zestaw 5. Przestrzenie i podprzestrzenie liniowe

Zadanie 1. Sprawdz, czy struktura algebraiczna (X, +,-) jest przestrzenig wektorowq
nad R, jezeli:

a) X=R" oraz

+:XxX>((X1,...,X%Xn), V1, .-, ¥n) = X1+ Y1,....Xn+Yn) €X
RxX>3(a,x1,...,Xn) — (ax1,...,0Xp) € X;

b) X=R" oraz

+:XxX>((x1,...,xn), Y1, .., ¥n)) = (X1 +y1,..., Xn+Yn) €X
RxX>3(a,x1,...,Xn) — (ax1,0,...,0)€X;

c)X=|RA£{f:A—>[R€} oraz

+: XxX>5(,¢)—=n+eeX
FxX>(a,9)— ap e X;

d :

d) X:Hn:f{x—>ao+a1x+...+anx”:a,'elR,z:O,...,n}
z naturalnymi dziataniami dodawania wielomianéw i mnozenia wielomianu przez
liczbe;

e) X = {f:R>R:f(-x)=f(x)} z naturalnymi dziataniami dodawania funkcji i
mnozenia funkcji przez liczbe;

f) X={f:R->R:f(-1)=f(1) =0} z naturalnymi dziataniami dodawania funkgcji i
mnozenia funkcji przez liczbe,

g)* X={f:R—R: f-funkcja okresowa} z naturalnymi dziataniami dodawania funkcji
i mnozenia funkcji przez liczbe,

h)* X = {f:R—R: f-funkcja okresowa o okresie wymiernym} z naturalnymi dzi-
ataniami dodawania funkcji i mnozenia funkcji przez liczbe.

Zadanie 2. Sprawdz, czy:

a) Y = {(x1,....xn) €R": 37 x;=a}, dla pewnego a € R, jest podprzestrzenig
wektorowq przestrzeni (R"”, +, -);

b) Y={f:R->R:f(—x)=—f(x)} jest podprzestrzenig wektorowg przestrzeni funkcji
prowadzacych z R w R z naturalnymi dziataniami + i -.

Zadanie 3. Sprawdz, czy:

n
a) jezeli Y1,...,Yn sa podprzestrzeniami wektorowymi przestrzeni X, to ﬂ Yk jest
k=1
podprzestrzenig wektorowg przestrzeni X’;
n
b) jezeli Y1,...,Yn sq podprzestrzeniami wektorowymi przestrzeni X, to U Yk jest
k=1

podprzestrzenig wektorowg przestrzeni X.
Zadanie 4. W oparciu o poprzednie zadanie uzasadnij, ze
Y={(x,y,2)eR’:x+2y-z=0,x=2z}

jest podprzestrzenia wektorowa przestrzeni (R3, +, -).
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Zadanie 5.* Niech U i V beda podprzestrzeniami wektorowymi przestrzeni X.
Uzasadnij, ze

UuV - podprzestrzen wektorowa X < U c V lub V c U.

Zadanie 6. Sprawdz liniowa zaleznos¢ wektoréw w podanych przestrzeniach wektorowych
(z naturalnymi dziataniami + i -):

a) (1,0),(1,1), (0, 1) w (R?, +,) nad R;
b) vV2i2w (R, +,-) nad R;
c) Y2i2w (R, +,-) nad Q;
d) 1,x,x2,...,x"w (TT,, +,-) nad R (1);
e) Lx,x+v2,x%,...,x" w (Ty, +, ) nad Q;
f) 1,sinx,cosx w (C(R), +, ) nad R, gdzie C(R) g {f:R—>R:f-ciggta};
g) 1,sinx, cosx, sin’x, cos?2x w (C(R), +,-) nad R.
Zadanie 7. Wyznacz bazy podanych przestrzeni wektorowych (z naturalnymi dziatani-
ami +i-):
a) (T, +,-) nad R;
b) (Pan, +,-) nad R, gdzie Pan Z {w € T : W(x) = W(=X)};
c) (C,+,-)nad R;
d) (TT,(a), +, ) nad R, gdzie T, (a) g {weTll,: w(a)=0};
e) {(x,y,2)eR®:x+y+2z=0,2x-z=0} nad R,
f) {ze€eC:3Rez—2Jmz=0}.

Zadanie 8.* Wyznacz wymiar przestrzeni wektorowej (R, +, -) nad Q. Dziatania + oraz -
to naturalne dziatania dodawania i mnozenia liczb.

Zadanie 9.* Pokaz, ze Vxo,...,Xn € R: X; # x; (dla i # j) wielomiany @oq, ..., ¢n:
X — Xj
900 < L dlai=0,...,n
A XET X

stanowig baze przestrzeni wielomianéw T1,,.

Odpowiedzi:
Zadanie 1: a) jest; b) nie jest; c) jest; d) jest; e) jest; ) jest; g)* nie jest; h)* jest;
Zadanie 2: a) jest dla a=0; b) jest;
Zadanie 3: a) tak; b) wskazéwka: Zadanie 5;
Zadanie 4: Wskazdéwka: uzasadnic, ze
Yi={(x,y,2)€R?®:x+2y-2z=0} oraz Y ={(x,y,2) e R® : x = 27}

to podprzestrzenie wektorowe przestrzeni (R3, +, ) a nastepnie zastosowac zadanie
3a);

d .
1l'ln=f{x—>ao+a1x+...+anx”:a[elR(t=0 ..... n)}



Zadanie 5*: Uzasadnienie:

&< twierdzenie oczywiste;
=> Hp: UgViV gU. Woéwczas: 3 u,v:ueU\ViveV\U. Pokazemy teraz, ze
u+v ¢UuV, mimozeu,veUuUV. Warunek u+v € UuV oznaczatby, ze u+ve U
lub u+ v e V. Poniewaz
—-ueu )y
gdybyu+velU = v=—-u+(u+v)eU-sprzecznosc

—veV
gdyby u+veV = u=-v+(u+v)eV -sprzecznos¢.

Zadanie 6: Liniowo zalezne sq wektory z przyktadéw: a), b), 9);

Zadanie 7: Przyktadowe bazy: a) 1,x,x2,...,x"; b) 1,x2,x%, ..., x?";¢c)1+i1—;
dx—a,(x—a),...,(x—a)"; e) (1,-3,2); ) 2+ 3i;

Zadanie 8*: dimg (R, +, -) = #R = ¢. Wskazdéwka: uzasadnié, ze kazda przestrzen liniowa
o przeliczalnej bazie rozwazana nad przeliczalnym ciatem jest przestrzenia zawiera-
jacqa przeliczalng liczbe elementéw.

1, i=k

Zadanie 9*: Wskazdéwka: pokazad, ze ¢;(xk) ={ 0, i£k "
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