Algebra liniowa — dr Michat Gdra Zestaw 6. Macierze

Zadanie 1. Niech F"*™ oznacza zbiér macierzy o n wierszach, m kolumnach oraz o ele-
mentach nalezacych do zbioru F. Sprawdz, czy:

a) struktura (R™™M, +) jest grupa abelowa, gdzie + - dodawanie macierzy;
b) struktura (R™", e) jest grupa abelowa, gdzie e« - mnozenie macierzy;

a b

c) struktura (A, +, o) jest ciatem, gdzie A = {[ b oo

} :a,be IR}, + - dodawanie

macierzy, e — mnozenie macierzy,

d) struktura (R"*™, +, e) jest przestrzeniq wektorowg nad ciatem R, gdzie + — do-
dawanie macierzy, e — mnozenie macierzy przez liczbe. W przypadku pozyty-
wnej odpowiedzi, podaj baze tej przestrzeni.

1 2 0 -1 2 -1
A:[O3_1}orazB:[ 11 0].

ZnajdZ macierz X, spetniajaca réwnanie

Zadanie 2. Niech

a) 4(A-X)+5(3X+B)=A—-B+8X;
b) BTX=[110]".

Zadanie 3. ZnajdZz macierz tréjkatng dolng L z dodatnimi elementami na przekatnej spet-
niajgcq réwnanie:
LLT = [ 11 }

1 4
Zadanie 4. Sprawdz, czy dla A, B € R™" prawdziwe sg ponizsze zaleznosci:

a) AB = BA;
b) AB=0=(A=0v B=0), 0cR™",

c) (A+B)?> =A2+2AB +B?;

d) AB=BA = (A+B)>=A3+3A2B + 3AB2 + B3,

Zadanie 5. Wyznacz f (A), jezeli f(x) =x%> —5x+ 3 oraz A= [ __3, _é }

Zadanie 6.* Uzasadnij, ze dla dowolnej macierzy A € C"*" istnieje wielomian f : R —» R
taki, ze f(A) = 0.

Zadanie 7. Rozwigz macierzowy ukfad réwnan

X+Y=[

oOr OO

RO R
| I |

2X+3Y=[

Zadanie 8.* Dla macierzy

i O . cos@ sin®d
a)A:[O _i},dlaz:«/—l, b)A:[_Sine Cose],dlaeeR

wyznacz A" gA <. A,
——
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Zadanie 9.* Dla macierzy A € R™" okreslamy odwzorowanie ¥ : R" 5 x — Ax € R". Podaj
interpretacje geometryczng odwzorowania ¥ w przypadku, gdy

cosf -sin® 100
a)A= . ,dladeR, b)A=| 0 0 1 |.
sin@ cos® 01 0

W oparciu o interpretacje geometryczng odwzorowania ¥, uzasadnij jego bijekty-
wno$¢ oraz wyznacz odwzorowanie odwrotne W1,

Zadanie 10. Udowodnij, ze iloczyn macierzy tréjkgtnych gérnych (dolnych) jest macierzg
tréjkatng gorng (dolng).

Zadanie 11. Wykaz, ze jezeli A = [aij]?j:l jest macierza ortogonalng (tj. ATA = AAT =1),
to:

a) Xy ay=1Vj=1...n;
b) Yo_,a2 =1,Vi=1,...,n;
) X,_, akiakj =0, dla i #].

Zadanie 12. Zadana jest macierz ortogonalna A € R, Rozwigz réwnanie
AX (AT)? = P,

Z niewiadomg macierzg X, I—-macierz jednostkowa.

Odpowiedzi:

Zadanie 1: a) jest; b) nie jest; c) jest; d) jest;

1—62} 0

Zadanie 2: a)X:[_2 5 1 ;b)X:[l}:

. 1 O _
Zadan|e3.L_[1 ﬁ}

Zadanie 4: a) nie; b) nie; ¢) nie; d) tak;

Zadanie 5: f(A) = [ 8 8 ] ;

Zadanie 6*: Wskazéwka: wykorzystujac zadanie 1d) uzasadni¢, ze istnieje taka liczba
N €N, ze macierze I, A, ..., AN sa liniowo zalezne;

o, v | -1 3 1 =217,
Zadan|e7.X—[ 0 2},Y—[0 _1},

n ,
Zadanie 8*: a) [ [O (_l.)‘?, },nel\l; b) [ _cs?rs;zg Cscl)rslgg },nel\l;

cos@ sin#é
—sin@ cos#6

{xy2)eR:y-z=0}, A1 =A4;

Zadanie 9*: a) Obrétokatg, A~1 = [ } ; b) Symetria wzgledem ptaszczyzny
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Zadanie 10: A = [q;]|, B= [b;j] : a; =0, bj=0dlai<j. AB=C = [c;]. Wowczas:

dla k>i i dla k<j
= o1 Qikby

n i . . .
Cj=.,_,qikby = = Qikbyi, czylidlai<j: cj=0.
y Zk_l l / aix=0 byj=0 Zk:l ! J y J y

Zadanie 11: Wskazéwka: rozpisa¢ warunki ortogonalnosci jak w zadaniu poprzednim.

Zadanie 12: —-A.
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