Algebra liniowa — dr Michat Gdra Zestaw 10. Przestrzenie unitarne

Zadanie 1. Niech s; i s bedg iloczynami skalarnymi w rzeczywistej przestrzeni wek-
torowej X. Pokaz, ze odwzorowanie ais; + a252, gdzie a3, o> € R4, rowniez okresla
iloczyn skalarny w X.

Zadanie 2. Pokaz, ze jezeli s jest iloczynem skalarnym w przestrzeni wektorowej X, a Y
jest jej podprzestrzenia liniowa, to sjyxy jest iloczynem skalarnym w Y.

Zadanie 3. Wyznacz ogdlng postac iloczynu skalarnego w przestrzeni R".

Zadanie 4. Niech uktad wektorow e, ..., e, (€;#0, i=1,...,n) bedzie uktadem ortogo-
nalnym w przestrzeni wektorowej wyposazonej w iloczyn skalarny. Pokaz, ze wektory
€1,...,€n sa liniowo niezalezne.

Zadanie 5. Rozwazmy podprzestrzen liniowa Y = {(x,y,z):2x+y —z =0} przestrzeni
R3. Wyznacz ortonormalna, w sensie naturalnego iloczynu skalarnego, baze przestrzeni
Y.

Zadanie 6. Sprawdz, ze w przestrzeni R* wektory
— (1 _11 _1 =(=-111_1
e1=(3-22-3) e2=(-333-3)

sg ortonormalne, a nastepnie znajdZz wektory es i e4 takie, aby uktad e, e, e3, €4
byt jej baza ortonormalna. W R* przyjmij naturalny iloczyn skalarny.

Zadanie 7. Niech o oznacza naturalny iloczyn skalarny w przestrzeni R"” oraz niech ||x|| =
vXox. Niech v, w e R". Pokaz, ze
a) viwe|lv+w|? =|vlI® + ||lw]? (tw. Pitagorasa);
b) |lvll=]|lw|]|ev+wlv-—w;
<) llv—wli> = IvI* + llwll> = 2[|vl| - lIwl| cos £ (v, w);
d) [Iv+wll® +llv=wil* =2 (IIVII* + lw]l*);

Zadanie 9. W przestrzeni R3 (z naturalnym iloczynem skalarnym) znajdz rzut ortogo-
nalny wektora (1, 2, 3) na ptaszczyzne [: x + y—z = 0.

Zadanie 10. Niech TT bedzie przestrzenig wielomianéw o wspétczynnikach rzeczywistych.
W TT okre$lamy odwzorowanie s : TT x TT — R wzorem

s(p,q) =aogbo +aibi +...+ Amin{n,m}Pmin{n,my

gdziep(X)=ap+ai1x+...+apx"iqg(x)=bo+bi1x+...+byx™. Udowodnij, ze jest
to iloczyn skalarny; nastepnie wyznacz rzut ortogonalny wektora u(x) = x" + x"~1 +
...+ x4+ 1 na podprzestrzen V =TI, (m < n).

Zadanie 11. W przestrzeni TT wielomiandéw o wspétczynnikach rzeczywistych wprowadzamy
iloczyn skalarny

1
(f.9) =f fF(x)g(x)dx.
-1

Wyznacz rzut wektora u(x) = 2x2 + 1 na podprzestrzen V =T1;.

Zadanie 12. Niech X =span {1, sin mx, cos mx, sin? nx} . W X wprowadzamy iloczyn skalarny
z poprzedniego zadania. Wynacz baze ortonormalng przestrzeni X; nastepnie wyz-
nacz rzut ortogonalny wektora u (x) = cos 2mx na podprzestrzen V = span {1, sin x}.
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Odpowiedzi:

Zadanie 4: Y axex=0=0= (Y akex, e) =2 _ ak (e, &)

Zadanie 5: Np.: 2(1,-1,1), 22(0,1,1);

Zadanie 6: Np.: e3=(3,3.3,3).ea=(-3.-%.3.3);
Zadanie 9: (1, 2, 3);

Zadanie 10: u*(X)=x"+...+1;

Zadanie 11: u* (x) = %;

1
2I

Zadanie 12: Baza: {F
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sin mx, cos mx, ¥2 sin? mx — £2: u* (x) = 0.

t.

2.
ailledl”;



