
Algebra liniowa – dr Michał Góra Zestaw 11. Formy kwadratowe

Zadanie 1. Poniższe formy kwadratowe zapisz w postaci macierzowej, tj. h () = TA:

a) h (1, 2) = 321 + 412 + 3
2
2,

b) h (1, 2, 3) = 1021 + 412 + 13 + 223 + 5
2
2 + 2

2
3,

c) h (1, 2, 3, 4, 5, 6) = 521+812+2
2
3+5

2
2+634+2

2
4+

2
5+1256+

2
6.

Zadanie 2. Zbadaj określoność form kwadratowych:

a) φ(1, 2) = 21 + 312 − 
2
2,

b) φ(1, 2, 3) = 21 + 
2
2 + 212 + 413 + 223,

c) φ(1, 2, 3, 4) = −21 − 
2
2 − 5

2
3 + 413.

Zadanie 3. Wyznacz wszystkie wartości parametru α ∈ R, dla których odwzorowanie

a) φ1(1, 2) = 21 + α12 + 
2
2 + α

2 − 4

b) φ2(1, 2, 3) = 21 + 212 + α13 + 
2
3

c) φ3(1, 2, 3) = 421 + 412 + 2
2
2 + 2α13 + 

2
3

jest formą kwadratową, która

– jest dodatnio określona,
– nie jest ujemnie określona,
– jest dodatnio półokreślona.

Zadanie 4. Rozważmy dwie formy kwadratowe

F(1, 2, 3) = 521 + 
2
2 + 2α13 + 212,

G(1, 2, 3) = 21 − 
2
2 − 212 − 

2
3.

Dla jakich wartości parametru α ∈ R nierówność F(1, 2, 3) > G(1, 2, 3) jest
prawdziwa dla każdego (1, 2, 3) ∈ R3\{(0,0,0)}?

Zadanie 5.* Niech X będzie przestrzenią wektorową wyposażoną w iloczyn skalarny 〈·, ·〉.
Niech ƒ1, . . . , ƒn ∈ X. Uzasadnij równoważność

ƒ1, . . . , ƒn − liniowo niezależne ⇔ detG 6= 0,

gdzie G =
�

gj
�n

,j=1
dƒ
=
�¬

ƒ, ƒj
¶�n

,j=1. (1)

Zadanie 6. Niech A = AT ∈ Rn×n oraz niech → TA będzie formą kwadratową dodatnio
określoną. Pokaż, że  > 0,  = 1, . . . , n. Czy istnieją podobne warunki dla form
ujemnie określonych (półokreślonych)?

Zadanie 7. Niech A = AT ∈ Rn×n będzie macierzą o wartościach własnych λ1 (A) ≤ . . . ≤
λn (A). Wyznacz wszystkie wartości parametru α ∈ R, dla których forma kwadratowa

→ T (A+ α)n 

jest dodatnio określona dla każdego n ∈ N.

1Macierz
�¬

ƒ, ƒj
¶�n

,j=1 to macierz Grama.
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Odpowiedzi:

Zadanie 1: a)
�

1
2

�T � 3 2
2 3

��

1
2

�

; b)







1
2
3







T 





10 2 1
2

2 5 1
1
2 1 2













1
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3






;

c)
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5
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5 4 0 0 0 0
4 5 0 0 0 0
0 0 2 3 0 0
0 0 3 2 0 0
0 0 0 0 1 6
0 0 0 0 6 1
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;

Zadanie 2: a) φ(1, 2) =
�

1 +
3
22

�2
− 13

4 
2
2 – nieokreślona;

b) φ(1, 2, 3) = (1 + 2 + 23)2 − 4
�

3 +
2
4

�2
+

22
4 – nieokreślona;

c) φ(1, 2, 3, 4) = − (1 − 23)2 − 22 − 
2
3 – ujemnie określona;

Zadanie 3:

Forma a) b) c)
jest określona dodatnio ∅ ∅ α ∈

�

−
p
2,
p
2
�

nie jest określona ujemnie α = ±2 α ∈ R α ∈ R
jest dodatnio półokreślona α = ±2 ∅ α = ±

p
2

Zadanie 4: α ∈
�

−
p
2,
p
2
�

;

Zadanie 5*: Zauważmy, że ∀β = (β1, . . . , βn) ∈ Rn zachodzi:

βTGβ =
n
∑

k=1

n
∑

=1
βkβ 〈ƒk, ƒ〉 =

®

n
∑

k=1
βkƒk,

n
∑

=1
βƒ

¸

=








n
∑

k=1
βkƒk









2

.

⇒ βTGβ ≥ 0 oraz βTGβ = 0⇔
n
∑

k=1
βkƒk = 0

lin.
⇐⇒

niezal.
β = 0. Macierz G jest więc dodatnio

określona. Zatem detG > 0.

⇐ Jeżeli ƒ1, . . . , ƒn są liniowo zależne, to ∃β ∈ Rn\{0} :
n
∑

k=1
βkƒk = 0.

Wówczas:

∀ = 1, . . . , n : 0 =

®

ƒ,
n
∑

k=1
βkƒk

¸

=
n
∑

k=1
〈ƒ, ƒk〉βk ⇒ Gβ = 0.

Oznacza to, że jednorodne równanie liniowe Gβ = 0 o macierzy kwadratowej G
posiada rozwiązanie niezerowe; tym samym detG = 0.

Zadanie 6: Wskazówka:  s e ( = 1, . . . , n), gdzie {e}n=1– baza kanoniczna Rn.

Dla ujemnie określonych:  < 0 ( = 1, . . . , n) ; dla półokreślonych dodatnio:  ¾ 0
( = 1, . . . , n) ; dla półokreślonych ujemnie:  ¶ 0 ( = 1, . . . , n) ;

Zadanie 7: α > −λ1 (A) .
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