Algebra liniowa — dr Michat Gdra Zestaw 11. Formy kwadratowe

Zadanie 1. Ponizsze formy kwadratowe zapisz w postaci macierzowej, tj. h(x) = x"T Ax:

a) h(x1, x2) = 3x2 + 4x1x2 + 3x3,
b) h(x1, x2,x3) = 10x2 + 4x1X2 + X1X3 + 2X2X3 + 5X3 + 2x§,

c) h(x1, X2, X3, X4, X5, X6) = 5x2 +8X1X2+2X3 +5X3 +6X3Xa+2X3 + X2 +12X5X6 +X.
Zadanie 2. Zbadaj okre$lonos$¢ form kwadratowych:

a) @(x1,x2) =x3 +3x1x2 — X3,
b) @(x1, X2, X3) = X% + X3 + 2X1X2 + 4X1X3 + 2X2X3,

) @(x1, X2, X3, Xa) = —=X2 = x3 — 5x2 + 4x1x3.
Zadanie 3. Wyznacz wszystkie wartosci parametru a € R, dla ktérych odwzorowanie

a) ¢1(x1, x2) =xZ +axix2 +x2 +a% -4
b) @2(x1, X2, X3) = X2 + 2Xx1X2 + aX1X3 + X2

) @3(x1, X2, x3) = 4xZ + 4x1X2 + 2X3 + 20X1X3 +x§
jest forma kwadratowa, ktéra

- jest dodatnio okreslona,
- nie jest ujemnie okreslona,
- jest dodatnio pétokreslona.

Zadanie 4. Rozwazmy dwie formy kwadratowe

F(X1, X2, X3) = 5X% + X2 + 2aX1X3 + 2X1X2,
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G(x1,X2,X3) = xi —x% - 2x1%2 — X3,

Dla jakich wartosci parametru a € R nieréwnos$¢ F(x1, X2, Xx3) > G(x1, X2, x3) jest
prawdziwa dla kazdego (x1, X2, x3) € R3\ {(0, 0, 0)}?

Zadanie 5.*% Niech X bedzie przestrzenig wektorowa wyposazong w iloczyn skalarny (-, -).
Niech f1, ..., fn € X. Uzasadnij réwnowaznos¢

fi,...,fn— liniowo niezalezne < detG # 0,

gdzie G = [gu] :j:l 2 [<fi'f/'>]:j=1' ()

Zadanie 6. Niech A =A"T € R"*" oraz niech x — x" Ax bedzie forma kwadratowa dodatnio
okreslong. Pokaz, ze a; > 0, i = 1,...,n. Czy istniejgq podobne warunki dla form
ujemnie okreslonych (pétokresionych)?

Zadanie 7. Niech A = AT € R"" bedzie macierza o wartosciach wtasnych A1 (A) <... <
An (A). Wyznacz wszystkie wartosci parametru a € R, dla ktérych forma kwadratowa

X —x"(A+al)"x

jest dodatnio okreslona dla kazdego n € N.

IMacierz [(f[,f,-ﬂ:j:l to macierz Grama.
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Zadanie 2: a) ¢(x1, x2) = (x1+ %xz)z - 14—3x§ - nieokreélona;

2 2 . ,
b) (x1,x2,x3) = (X1 + X2+ 2x3)° — 4 (x_:, + ’%) + )% - nieokreslona;

) @(x1, X2, X3, Xa) = — (X1 — 2x3)° — X3 = x3 - ujemnie okreslona;
Zadanie 3:
Forma a) b) C)
jest okreélona dodatnio @ @ |ae(=v2,V2)
nie jest okre$lona ujemnie |a=+2 | aeR aeR
jest dodatnio pétokreélona |a=+2 | @ oa==++v2

Zadanie 4: a € (—«/f, v2);

Zadanie 5*: Zauwazmy, ze VB =(B1,...,Bn) € R" zachodzi:

2

BTGﬁ Z Zﬁkﬁl (fi, fi) = < Z Bkfk, Zﬁlfl> = kil

k=1i=1 =1

= B'GB>0o0razB’GB=0 < Z Bkfk =0 <=> ,8 0. Macierz G jest wiec dodatnio
okre$lona. Zatem detG > O
n
< Jezelif1,...,fn sq liniowo zalezne, to 3B € R"\ {0} : > Bifk =0

k=1
Wéwczas:

Vi=1,...,n:0= <f[-, iﬁkfk> = 3 (fu fu) Bc = GB = 0.
k=1 k=1

Oznacza to, ze jednorodne réwnanie liniowe GB = 0 o macierzy kwadratowej G
posiada rozwigzanie niezerowe; tym samym detG = 0.

Zadanie 6: Wskazéwka: x ~e; (i=1,...,n), gdzie {ei}f=1— baza kanoniczna R".
Dla ujemnie okres$lonych: a;; < 0 (i=1,...,n); dla pétokreSlonych dodatnio: a; = 0
(i=1,...,n); dla pétokreslonych ujemnie: a; <0 (i=1,...,n);

Zadanie 7: o> —-A1(A).
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