Rozdziatl 4

Przestrzenie wektorowe

Rozwazania dotyczace przestrzeni wektorowych rozpoczniemy od kilku prostych
przyktadow.

Przyktad 4.1. W przestrzeni R® = {(z,vy, 2) : x,y, 2 € R} wprowadzamy dwa dzia-
tania: dodawanie

(1,91, 21) + (T2, Y2, 22) = (@1 + T, Y1 + Y2, 21 + 22)
oraz mnozenie przez liczbe rzeczywistq:
- (z1, 41, 21) = (ax1, ayr, az) .

Latwo sprawdzié, ze struktura algebraiczna (R3, +) jest grupg abelowq, a dzialania
+ oraz - spelniajg nastepujgce warunki:

a) dla a,3 € R oraz (z,y,2) € R®:
(+p) (z,y,2) =a-(z,y,2)+ 5 (2,9,2);
b) dia o € R oraz (x1,y1,21) , (72,92, 22) € R3 :
a-[(z1,y1,21) + (22,52, 22)] = o (1,91, 21) + - (32,42, 22) 5
c) dla a,B € R oraz (r,y,2) € R3:
a-[f-(x,y,2)] = (ab) - (z,y,2);

d) dia (z,y,2) € R3:
L- (‘/L‘vyaz) = (fa?J,Z)-
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4.1. Przestrzen wektorowa

Przyktad 4.2. W przestrzeni ciggow liczbowych Cy = {{an}zo:l : lim a, = O}
n—,oo

wprowadzamy dwa dziatania: dodawanie

{an}ff:l + {bn}ff:l = {a, + bn}le

oraz mnozenia przez liczbe rzeczywistq

Q- {an}ff:l = {Oéan}ff:l .

Podobnie jak w poprzednim przykladzie, struktura algebraiczna (Co,+) jest grupg
abelowq, a dziatania spetniajg ponizsze warunki:

a) dla o, € R oraz{a,},~, € Cy:

(a+8) Aant,zy = a-{ant,2y + B - {an}y;

b) dla o € R oraz {a,},—, . {b.}.—, € Cy:

o ({an,— +{bn}o2)) = - {an},sy +a- b}l

c) dla o, €R oraz {a,},—, € Cy:

a- (B -{an}n2y) = (af) -{an},—;;
d) dia{a,},~, € Cy:
1. {an}ff:l = {an}ff:l :

Zbiér z dziataniami + i - spelniajacymi warunki a) — d) z powyzszych przyktadéw
nazywaé bedziemy przestrzenia wektorowa (liniowa,).

4.1. Przestrzen wektorowa

Niech X bedzie dowolnym zbiorem.

Definicja 4.1. Trijke (X, +,-) nazywamy rzeczywistq przestrzeniq wek-
torowa, jezeli struktura (X,+) jest grupg abelowq, a dzialania + i - spelniajg
nastepujgce warunki:

a) a-(z+y)=(a-z)+ (a y);
b) (a+8)-v—(a-z)+ (8 2);
c) a- (8 -z)=(ap) z;

d) 1-z=u

dla dowolnych x,y € X oraz o, B € R. Jezeli warunek o, 3 € R zastgpimy warun-
kiem o, 6 € C, to tréjke (X, +, -) nazywamy zespolong przestrzeniq wektorowag.

Elementy przestrzeni wektorowej nazywamy wektorami.
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4.2. Podprzestrzen wektorowa

Przyktad 4.3. Kaida z ponizszych struktur jest rzeczywistq przestrzeniq wek-
torowgq:

a) przestrzen R"™ z naturalnymi dzialaniami dodawania wektoréw oraz mnoZenia
wektora przez liczbe:

(mlﬁ"'7xn) + (ylﬂ"‘7yn) = (l’1+y17""xn+yn)7
a-(T1,...,x,) = (axq, ..., ax,);
b) zbiér C z naturalnymi dziataniami dodawania liczb zespolonych oraz mnoZenia
liczby zespolonej przez liczbe rzeczywistq;
c) zbior F(R,R) = {f:R = R: f — funkcja} z naturalnymi dziataniami dodawa-
nia funkcji oraz mnozenia funkcjyi przez liczbe.

Przyktad 4.4. Ponizsze struktury nie sq przestrzeniami wektorowymsi:
a) zbior R™ z dzialaniami zdefiniowanymi poniZej:
(xla"'vxn) + (yla"'vyn) = (:El +y17"‘axn+yn);
a-(z1,...,2,) = (az1,0,...,0);

b) zbior {f : R — R: f(0) = 1} 2z naturalnymi dzialaniami dodawania funkcji oraz
mnozenia funkcji przez liczbe;
c) zbior Cy, = {{an}zozl

dzie 4.2.

: lim a, = 1} z dziataniami zdefiniowanymi w przykia-
n—o0

4.2. Podprzestrzen wektorowa
Niech (X, +,-) bedzie rzeczywista przestrzenia wektorowa oraz niech Y C X.

Definicja 4.2. Jezeli zbior Y oraz dziatania + 1 - przestrzeni X spelniajq warunki:
e a.feR z,yeY=a-v+p-yey;
e 0y,

to trégke (Y, +,-) nazywamy podprzestrzeniq wektorowq przestrzeni (X, 4+, ).

Latwo pokazac, ze kazda podprzestrzen wektorowa przestrzeni wektorowej jest
przestrzenig wektorowa.

Przyktad 4.5. Zbior {z € C:2Rez — 3Imz = 0} 2z naturalnymi dziataniami do-
dawania oraz mnozenia liczby zespolonej przez liczbe rzeczywistq jest podprzestrzenig
wektorowq przestrzeni C.

Przyktad 4.6. Zbior {fe F(R,R):VzeR: f(z)=f(—x)} 2z naturalnymi
dziataniami dodawania funkcji oraz mnoZenia funkcji przez liczbe jest pod-
przestrzeniq wektorowq przestrzeni wektorowej F (R, R).

Bezposrednio z definicji wynika, ze zbior pusty tworzy przestrzen wektorowa, ale nie
jest podprzestrzenia wektorowa zadnej przestrzeni.

Przyktad 4.7. Niech (X,+,-) bedzie niepustq przestrzeniqg wektorowg. Wowcezas
({0}, +, ) jest najmniejszq (w sensie liczby elementéw) podprzestrzenig wektorowq
przestrzeni (X, 4+, ).
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4.3. Liniowa niezalezno$¢ wektoréw

4.3. Liniowa niezaleznosé¢ wektorow

Niech (X, +,-) bedzie rzeczywista lub zespolona przestrzenia wektorowa.

Definicja 4.3. Wektory vy,...,v, € X s¢ lintowo niezalezne nad ciatem T,
jezeli dla dowolnych skalarow aq, ..., o, € F zachodzi:
o+ ... ta,=0=>a,=...=qa, =0. (4.1)

Wektory, ktore nie sq liniowo niezalezne sqg lintowo zalezne.

Wyrazenie ojv; + ... + a,v, nazywamy kombinacjg liniowg wektoréw
U1, ..., U,. Liniowa zaleznos¢ wektoréw oznacza, ze przynajmniej jeden z nich jest
kombinacja liniowa pozostatych.

Zauwazmy, ze lewa strona implikacji (4.1) to réwnanie ze wzgledu na nieznane
liczby ag, ..., a,. Jezeli jedynym rozwigzaniem tego rownania jest rozwiazanie ze-
rowe, tj. a; = ... = a,, = 0, to na podstawie powyzszej definicji wektory vy, ..., v,
sg liniowo niezalezne.

Przyktad 4.8. Aby sprawdzic¢ liniowq niezaleznosé wektorow
v = (1,0,-1), 09 = (=1,1,1),v3 = (3, —1,—-3)
nad ciatem R, nalezy rozwigzaé, wynikajgce z warunku (4.1), réwnanie
ar; (1,0, —1) + as (—1,1,1) + a3 (3, —1,-3) = (0,0,0)
ze wzgledu na niewiadome oy, s, az € R. Rownanie to prowadzi do uktadu réwnan
o1 — Qg + 3043 =0
Qg — Q3 = 0 9
—041+062—3063:0

ktorego rozwigzaniem jest: a; = —2t, ag = ag =t (t € R). Oznacza to, Ze warunek
(4.1) nie jest spetniony; badane wektory sq wiec liniowo zaleine. Faktycznie, z
postaci rozwigzania wynika, zZe vo = 2V — V3.

Przyktad 4.9. Sprawdzimy liniowq niezaleznosé wektorow vy = 1 + 1 oraz vy =
2 — 3¢ nad ciatem R. Mamy

020[1 (1+Z)+(){2<2—32) :OZ1+26¥2+(011 —30[1)’i,
co prowadzi do uktadu rownan

{041—1-2042:0

oz1—30z1=() ’

ktorego jedynym rozwigzaniem jest oy = as = 0. Oznacza to, ze wektory 1 41 oraz
2 — 3i sq liniowo niezalezne nad R.
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4.4, Baza i wymiar przestrzeni wektorowe;j

Przyktad 4.10. Sprawdzimy liniowg niezaleznosé¢ wektorow rozwazanych w
poprzednim przyktadzie, ale nad ciatem C. Mamy

Tym razem jednak skalary oy, as mogq przyjeé wartosci zespolone. Przeksztatcajgc
powyzsze rownanie do postaci
2—3i
141

wnioskujemy, ze posiado ono nieskonczenie wiele rozwigzan. Oznacza to, Ze wektory
1414 oraz 2 — 3t sq liniowo zalezne nad C.

a1 = — a2,

4.4. Baza i wymiar przestrzeni wektorowej

Niech vy,...,v, beda ustalonymi wektorami przestrzeni wektorowej X. Jezeli
kazdy element przestrzeni X mozna wyrazi¢ jako kombinacje liniowg wektorow
V1, ..., Un, tzn. dla dowolnego y € X

Y =oqU1 + ...+ Uy, (4.2)

dla pewnych skalaréw ag,...,a,, to méwimy, ze wektory vq,...,v, generuja
przestrzen X. Kazdy liniowo niezalezny uktad (ciag — istotna kolejnos¢) wektorow
przestrzeni wektorowej X generujacy te przestrzen nazywamy bazg tej przestrzeni.
Liczbe elementow bazy przestrzeni wektorowej X oznaczamy dim X i nazywamy
wymiarem przestrzeni wektorowej (?).

Przyktad 4.11. Rozwazimy przestrzen liniowg (R™, +,-) nad cialem liczb rzeczy-
wistych. Dla dowolnego wektora (x1,...,x,) € R™ mamy:

(21, ..., 2n) = (21,0,...,0) + (0,22,0,...,0) + ...+ (0, ..., 0, x,)
= 21(1,0,...,0) + 25 (0,1,0,...,0) ... + 2 (0,...,0,1) |

zatem wektory e; = (1,0,...,0),es = (0,1,0,...,0),...,e, = (0,...,0,1) generujg
przestrzen R™; poniewaz wektory te sq rowniez liniowo niezaleine, wiec stanowiq
one baze przestrzeni R"— jest to tzw. baza kanoniczna. Wniosek: dimR"™ = n.

Przyktad 4.12. Rozwazmy przestrzen liniowg (C,+,-) nad cialem liczb rzeczy-
wistych. Z postaci kanonicznej liczby zespolonej wynika, Ze kazda liczba zespolona
jest kombinacjq liniowq wektoréw 1,i; wektory te, w rozwazanym przypadku (jaki
to przypadek?), sq liniowo niezalezne, wiec stanowiq baze przestrzeni C. Wniosek:

Przyktad 4.13. Rozwazimy przestrzen liniowg (C, +,-), tym razem nad ciatem liczb
zespolonych. Niech zy # 0 bedzie dowolng liczbg zespolong. Wowczas dla dowolnej
liczby zespolonej z € C:

Z = 2, gdzie ay = 220_1.

2 W sytuacji, gdy nie jest jasne nad jakim cialem rozwazamy dana przestrzen liniowa X, jej
wymiar oznaczaé¢ bedziemy dimp X wskazujac, ze jest to przestrzen liniowa nad ciatem F'.
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4.4, Baza i wymiar przestrzeni wektorowe;j

Oznacza to, zZe w rozwazanym przypadku zo jest bazq przestrzeni C. Wniosek:

Waznym wnioskiem wynikajacym z dwdch ostatnich przyktadow jest to, ze wymiar
przestrzeni wektorowej zalezy od ciala, nad ktérym przestrzen ta jest
rozwazana.

Przyklad 4.14. Niech Y = {(z,y,2) e R®* 1z +y—2=0,2+y+2=0}. Latwo
wykazaé, Ze Y jest podprzestrzeniq liniowq przestrzeni R3; wyznaczmy wiec jej
baze. Rozwigzujgc uktad réwnan wynikajgcy z warunku okreslajgcego przynaleinosé
do przestrzeni Y, otrzymamy: v = t,y = —t,z = 0 (t € R). Dowolny element
przestrzeni Y ma wiec postaé: (t,—t,0) = t(1,—1,0). Oznacza to, Ze Y jest jed-
nowymiarowq podprzestrzeniq przestrzeni R3, ktdrej bazq jest wektor (1,—1,0).

Przyktad 4.15. Niech 11, oznacza zbior wielomianow rzeczywistych stopnia nie
wigkszego niz n. Latwo sprawdzié, ze struktura (11,4, ), gdzie + oraz - to naturalne
dziatania dodawania funkcji oraz mnoZenia funkcji przez liczbe, jest przestrzeniq
wektorowg nad R. Baze tej przestrzeni tworzqg jednomiany: 1,x,2%, ..., 2" mamy
wiec: dimIl, =n+ 1.
Niech teraz, dla a € R,

I, (a) ={w €11, : w(a) = 0}.

Latwo wykazaé, ze 11, (a) jest podprzestrzeniq liniowq przestrzeni 11,,. Z twierdzenia
Bézout wynika, ze dowolny element w € 11, (a) mozna zapisaé w postaci

w(zr) = (r—a)g(z), (4.3)

dla pewnego g € I1,,_,. Poniewaz bazq I1,,_y sq jednomiany 1,x,2%, ... 2"}

na podstawie (4.3), wielomian w jest kombinacjg liniowq wielomiandw

, zatem

n—l(

r—a,x(x—a),2*(x—a),...,2" " (z—a).

Wielomiany te sq liniowo niezalezne (dlaczego?), zatem stanowiq baze przestrzeni

I1,, (a). Wniosek: dimll, (a) = n.

Cwiczenie Wyznacz baze przestrzeni 11, (a) w przypadku, gdy a € C\R.

Wspbétezynniki ay, . . ., ay, wystepujace w réwnaniu (4.2) nazywamy wsp6élrzed-
nymi wektora y w bazie vq,...,v,. Wspodlrzedne te sa wyznaczone w sposob jed-
noznaczny. Aby to wykazaé, przypusémy, ze wektor y okreslony réwnaniem (4.2)
mozna rowniez zapisa¢ w postaci

Y= Blvl +.+ ann- (44)
Pokazemy, ze wowczas o, = 5; (1 = 1,...,n). Z zaleznosci (4.2) i (4.4) otrzymujemy

0=av; + ...+ v, — (B1or + ... + Bavy)
:(al—ﬁl)vl—l—...—i—(ozn—ﬂn)vn.
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4.4, Baza i wymiar przestrzeni wektorowe;j

Liniowa niezaleznos¢ wektoréow wvq,...,v, prowadzi do warunkéw «; — 3; = 0
(i=1,...,n).
Wtasnos$ci bazy przestrzeni wektorowej:

(i) KaZda nietrywialna przestrzen wektorowa posiada baze.

(i) Jezeli wektory vq,...,v, sq¢ bazg pewnej przestrzeni liniowej, to dla dowol-
nych niezerowych skalarow aq, ..., o, wektory aqvy,..., v, rowniez sq baze
tej przestrzeni.

(i) Wiszystkie bazy tej samej przestrzeni wektorowej sq réwnoliczne, tj. skladajq sie
z takiej samej liczby elementow.

(iv) Wektory vy, ..., v, n—wymiarowej przestrzeni liniowej sq jej bazq wtedy i tylko
wtedy, gdy sq wektorami lintowo niezaleznymi.

(v) Kazdy uklad wektoréw liniowo niezaleznych przestrzeni wektorowej X moze byé
rozszerzony do bazy przestrzeni X.
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