Rozdziat 7

Wartosci i wektory wtasne

Niech A = [a;;] € F"*™ bedzie dowolng macierza.

Definicja 7.1. Skalar A € F nazywamy wartoscig wlasng macierzy A € F™*™ jezeli
istnieje niezerowy wektor v € F™, taki Ze

Av = \v;

wektor v nazywamy wektorem wtasnym odpowiadajgcym wartosci wtasnej A.

Zbiér wszystkich wartosci wlasnych macierzy A oznaczamy o (A) i nazywamy
widmem macierzy A. Prawdziwe jest nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 7.1. Dla macierzy A € F™*" nastepujgce warunki sq rownowazne:

(a) X jest warto$cig wlasng A;
(b) uktad réwnan (A — X)v =0 ma niezerowe rozwigzanie;
(c) det (A—AI)=0.

Dla dowolnej macierzy A € F™*" odwzorowanie @4 (A\) = det (A — AI) jest wielo-
mianem stopnia n, ktérego pierwiastkami sa wartosci wlasne macierzy A. Wielomian
p4 nazywamy wielomianem charakterystycznym macierzy A.

Uwaga Jezeli elementy macierzy A € F"*" nalezq do ciata F, ktore jest algebra-
icznie domkniete (tzn. kaidy wielomian stopnia n o wspélczynnikach z ciata F
ma n pierwiastkow w ciele F) to macierz A posiada n wartosci wlasnych liczonych z
krotnosciami. Jezeli natomiast elementy macierzy sq elementami ciala, ktore nie jest
algebraicznie domkniete (takim cialem jest na przyklad cialo liczb rzeczywistych!),
to macierz ta moze nie mie¢ wartosci wtasnych.
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Jezeli A\1,...,\, € 0 (A) sa wartodciami wlasnymi macierzy A € F*™™" to wielo-
mian 4 mozemy zapisa¢ w postaci

WA (N) = ap A\ F ap N e A Fag=a, (A=) (A=)
Latwo wowczas zauwazyc¢, ze:

degpa =n;
a, = (—1)";
(—1)"_1 n1 = M+ ... + A, = tr(A), gdzie tr (A) = a3 + ... + a,, to Slad
macierzy A;
o aqgp=detA=X\-...-\,.

Wtlasnos$ci widma macierzy (A € F™*"):

a) A€o (A), keN=)Ieo(AF);

b) A€o (A),det A£0= A "1eo(A™);

c) Neo(A),aeF=aleo(ad);

d) A€o (A) =€ (A") (wszczegdlnosci: A € o (A) = X € o (AT));

e) roinym wartosciom wlasnym macierzy odpowiadajq liniowo niezalezne wektory
wlasne.

Cwiczenie Uzasadni¢ wlasnosci a)—d).

Przykltad 7.1. Wyznaczymy wartosci oraz wektory wiasne macierzy

1 2 0
A= 0o 2 0
-2 =2 -1

Poniewaz oo (A) = det (A—A) = —(1—=X)(2—=X) (1 + \), zatem macierz A ma
trzy roine wartosci wlasne: Ay = —1, Ay = 1, \3 = 2. Dla kazdej z nich wyznaczymy
wektor wlasny:

e dla Ay = —1 mamy:

2 2 0 x 2x + 2y 0
0 3 0 y | = 3y =10
-2 =20 z —2x — 2y 0

skaqd otrzymujemy (z,y,z) = (0,0,t), t € R; przykladowy wektor wlasny vy, =
(0,0,1);
o dla Ay =1 mamy:

0 2 0 x 2y 0
0O 1 O y | = Y =10
-2 -2 =2 Z —2r — 2y — 2z 0

skad otrzymugemy (x,y,z) = (t,0,—t), t € R; przykladowy wektor wlasny vy, =
(17 07 _1) )
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7.1. Twierdzenie Cayleya—Hamiltona

e dla A3 =2 mamy:

-1 2 0 x —T + 2y 0
0O 0 O y | = 0 =10
-2 -2 =3 z —2r — 2y — 3z 0

skqd otrzymujemy (x,y,z) = (2t,t,=2t), t € R; przykladowy wektor wtasny
Uy = (2,1, -2).

7.1. Twierdzenie Cayleya—Hamiltona

Niech f € II,,, bedzie wielomianem postaci
f (@) = amx™ + apmo12™ P+ ..+ arz + ap. (7.1)
Dla dowolnej macierzy A € F"*" (F = R lub F = C) mozemy wéwczas zdefiniowaé
macierz f (A) okreslong w nastepujacy sposéb
f(A) = anA™ + @1 A"+ a A+ agl.

Definicja 7.2. Jezeli dla wielomianu f oraz macierzy A zachodzi f (A) = 0, to
wielomian ten nazywamy wielomianem anthilujgcym macierzy A.

Przypomnijmy, ze zbiér macierzy kwadratowych stopnia n z naturalnymi dziata-
niami dodawania macierzy oraz mnozenia macierzy przez skalar tworzy skonczenie
wymiarowa przestrzen wektorowa (dimg R™" = dimc C"*" = n?; dimg C"*" =
2n?). Oznacza to, ze dla dowolnej macierzy A € F™*" istnieje liczba naturalna
N dla ktérej macierze I, A, A%, ..., AN s liniowo zalezne. To z kolei oznacza, ze
istniejg skalary oy, aq, ..., ay, nie wszystkie rowne zero, dla ktorych

aol + oA+ ...ayAYN =0.

Na podstawie definicji 7.2, wielomian f (z) = ayz™ + ay_12¥ 1+ ... + a1 + o
jest wielomianem anihilujacym macierzy A. Wynika stad nastepujacy wniosek.

Whniosek 7.2. Kazda macierz kwadratowa posiada wielomian anihilujgcy.

Przedstawiona powyzej metoda konstrukeji takiego wielomianu nie jest wygodna
w zastosowaniach. W tym Swietle interesujace wydaje sie nastepujace twierdzenie
Cayleya—Hamiltona

Twierdzenie 7.3. Wielomian charakterystyczny macierzy jest jej wielomianem
anthilujgcym.

Przyklad 7.2. Rozwazmy macierz A € R**? postaci
2 1
A= [ 21 } |
Wielomian o4 (N\) = A2 — 3\ — 1 jest jej wielomianem charakterystycznym, zatem
A2 —3A-T=0A(A-3])=1.

Oznacza to, Ze

14 -1 1
ereasaa] L]

47



7.2. Diagonalizowalnos$¢

7.2. Diagonalizowalnos$¢
Niech A, B € F™*™,

Definicja 7.3. Mdéwimy, Ze macierz A jest podobna do macierzy B (ozn. A ~ B)
jezeli istnieje macierz nieosobliwa P € F™™, taka Ze

A= PBP". (7.2)
Latwo wykazaé (éwiczenie), ze relacja podobienstwa macierzy jest relacja row-
nowaznosci, tzn. jest:

e zwrotna, tj. A ~ A;
e symetryczna, tj. A~ B = B ~ A;
e przechodnia, tj. A~ B, B~C = A~ C.

Przypuéémy teraz, ze A ~ B. Oznacza to, ze A = PBP~!, dla pewnej macierzy
nieosobliwej P. Mamy:

o4 (N) =det (A—A) =det (PBP™" =) =det P (B—X) P!
=det Pdet (B — M) det P! = o5 (N)

co oznacza, ze macierze podobne maja ten sam wielomian charaktery-
styczny; w konsekwencji majg one réwniez identyczne wartosci wtasne.

Definicja 7.4. Macierz A € F"*" jest macierzqg diagonalizowalnaq, jezeli jest
podobna do macierzy diagonalne;.

Zanim podamy twierdzenie charakteryzujace macierze diagonalizowalne roz-
wazmy nastepujacy przyktad.

Przyktad 7.3. Niech Ay, Ay € R**? bedg macierzami postaci

10 11
Al_l‘[o 1}’ A2_[0 11'

Macierze te majg ten sam wielomian charakterystyczny
par (V) = 0, (V) = (1= N7,
a ich widma sqg jednoelementowe, tj.
o(A)) =0(A4) ={1}.

Dla macierzy Ay mozemy wyznaczyé dwa liniowo niezalezne wektory wtasne, podczas
gdy dla macierzy As znajdziemy tylko jeden taki wektor. Ponadto, macierz As nie
jest diagonalizowalna. Jedyng macierzq diagonalng, do ktorej macierz Ay moglaby
by¢ podobna, jest macierz jednostkowa (macierze podobne majg te same wartosci
wlasne). Musialaby wiec istnie¢ macierz nieosobliwa P spelniajgca warunek

Ay = PIP' =1,

ktory nie jest prawdziwy.
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7.2. Diagonalizowalnos$¢

Mozliwos¢ diagonalizacji macierzy A; oraz brak mozliwosci diagonalizacji ma-
cierzy A, jest wynikiem tego, ze dla macierzy A; mozemy wybra¢ tyle liniowo nie-
zaleznych wektorow wlasnych, ile wynosi krotno$é wartosci wlasnej jako pierwiastka
wielomianu charakterystycznego; dla macierzy As warunek ten nie jest speliony.

Prawdziwe jest nastepujace

Twierdzenie 7.4. Macierz A € F™*" jest diagonalizowalna wtedy i tylko wtedy,

gdy

a) jej wielomian charakterystyczny ma n pierwiastkéw w ciele F (liczonych z krot-
nosciami);

b) dla kazdej wartosci wlasnej macierzy A mozna wybraé tyle wektoréw wlasnych,
ile wynosi krotnosé tej wartosci wlasnej jako pierwiastka wielomianu charakte-
rystyczneqgo.

Ponadto, jezeli vy, . .., v, sq lintowo niezaleznymi wektorami wlasnymi macierzy dia-
gonalizowalnej A odpowiadajgcymi jej (niekoniecznie réznym) wartosciom wilasnym
Ay oy An, to macierz P = [vy ... v,] jest macierzq ustalajgcqg podobieristwo pomiedzy
macierzami A oraz diag (A1, ..., \), .-

P'AP =diag (A1, ..., \y) .

Przyklad 7.4. Niech A € R**? bedzie macierzq postaci

0 1
A= :
Poniewaz pa () = A2 + 1, zatem macierz A nie ma rzeczywistych wartosci wia-
snych — nie jest wiec diagonalizowalna w klasie macierzy R**2. Ta sama macierz
traktowana jako element przestrzeni C**? ma dwie réine wartosci wlasne A\, = i,

Ay = —i, ktorym odpowiadajq liniowo niezalezne wektory wlasne réwne odpowiednio
vy = (—i,1) oraz vo = (i, 1) . Na podstawie twierdzenia 7.4, macierz

P71

ustala podobienstwo pomiedzy macierzami A oraz diag (i, —i) ; faktycznie

I EE IR
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