Rozdziatl 8

Posta¢ Jordana macierzy

8.1. Macierz Jordana
Niech F = R lub F = C. Macierz J, (\) € F™™" postaci

! o --- 0
0 X 1 :
JN=| 1 oo,
: oo 1
(0 - o 0 A

gdzie A € F, nazywamy klatka Jordana stopnia r. Oczywiscie J; (A) = [A].
Definicja 8.1. Macierz blokowq J € F"*™ postaci

Jnl (Al)
Jn2 ()‘2>

gdzieni+...+np =n, A\, ..., \x € F oraz wszystkie niewypisane elementy macierzy
J sq zerami, nazywamy macierzq Jordana.

Skalary Aq,..., A\x tworzace przekatna macierzy J sa jej wartosciami wtasnymi.
Zauwazmy rowniez, ze kazda macierz diagonalna jest macierza Jordana; wymiar
kazdej klatki Jordana .J,, tworzacej przekatna tej macierzy jest rowny jeden, tj.
Jn; = [\i]. Oznacza to, ze kazda macierz diagonalizowalna jest podobna do pewnej
macierzy Jordana. Prawdziwe jest rowniez duzo ogélniejsze
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8.1. Macierz Jordana

Twierdzenie 8.1. Niech A € C"*" bedzie dowolng macierzq. Istnieje wowczas
macierz nieosobliwa P € C™*" taka Ze

Jnl (/\1>
_ an ()‘2)
P 'AP =] = . (8.1)

Jnk (Ak)

oraz ny + ...+ ng = n. Macierz Jordana J macierzy A jest wyznaczona w sposob
jednoznaczny z doktadnoscig do kolejno$ci klatek Jordana, ktore tworzq przekgtng
macierzy J. Ponadto, jezeli macierz A € R™™ ma tylko rzeczywiste wartosci wiasne
to macierz P, ustalajgca podobienstwo A oraz J, rowniez moze byé wybrana jako
macierz o elementach rzeczywistych.

Przyklad 8.1. Niech
e 0
A€ - |: 1 O :| )

dla € # 0. Poniewaz o (A.) = {0,e} zatem macierz A. jest diagonalizowalna. Latwo

wykazad, Ze
~1
|0 ¢ 0 0 0 ¢ _ 1
a=[ V0 BT 5] s

Oznacza to, Ze macierz
00
=102

jest macierzq Jordana macierzy A., dla dowolnego € # 0. Jednak, jezeli e — 0 to
Je = 0]y, podczas gdy macierzq Jordana macierzy Ay jest macierz

0 1
J= {0 ! }
Uwaga 8.1. Macierz Jordana J wyznaczona dla macierzy A nie musi byé funkcjg
ciggle elementow macierzy A. Oznacza to trudnosci z konstrukcjg numerycznie

akceptowalnego algorytmu wyznaczania, dla zadanej macierzy A, odpowiadajgcg jej
macierz Jordana.

8.1.1. Wlasnosci macierzy Jordana

Niech A € F"*" bedzie dowolna macierza, a J € F*"*™" jej macierzg Jordana.

Wtasnos$¢ 1 Liczba k klatek Jordana tworzgcych macierz J jest rowna liczbie
lintowo niezaleznych wektorow wlasnych macierzy A.

Witasnosé 2 Liczba klatek Jordana odpowriadajgcych wartosScit wtasnej A jest réwna
liczbie odpowiadajgcych jej lintowo niezaleznych wektorow wtasnych. Suma stopni
wszystkich tych klatek rowna jest krotnosci wartosci wtasnej X\ jako pierwiastka wie-
lomianu charakterystycznego macierzy A.
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8.1. Macierz Jordana

Wtasno$é 3 Liczba N (m, ) klatek Jordana stopnia m > 1 odpowiadajgcych war-
tosci wlasnej \ jest rowna:

N (m,A) = rm—1 (A) = 2rm (A) + 71 (A) (8.2)

gdzie 75, (\) = rank (A — AI)*.

Przyklad 8.2. Rozwaimy macierz A € R3*3 postaci

A:

N V]

1
2
1

_ o O

Poniewaz g4 (\) = det (A — M) = — (A — 1) (A — 2)* zatem macierz ma dwie war-
tosci wlasne: \y = 1, o = 2. Wyznaczmy wektory wlasne odpowiadajgce tym war-
tosciom wtasnym. Mamy

o dla N\ =1:
0 1 10 x T+y
0]=1]0120 y | = Y )
0 1 10 z r+y

skad otrzymugemy (v,y,z) = (0,0,1), t € R\{0}; np. vy, =[0,0,1]";
o dlay=2:

0 01 0 x Y
Ol=1020 0 y | = 0 ,
0 11 -1 z rt+y—z

skad otrzymugemy (x,y,z) = (t,0,t), t € R\ {0}; np. v, = [1,0, 1]T.

Dla macierzy A udato sie wiec wybraé tylko dwa lintowo niezaleine wektory wla-
sne. Oznacza to, na podstawie wiasnosci 1, zZe macierz Jordana macierzy A sktada
sie z dwoch klatek Jordana. Na podstawie wiasnoSci 2, wartosci wlasnej \y = 1
odpowiada jedna klatka Jordana stopmia 1, wartosci wlasnej Ay = 2 musi wiec od-
powiadaé jedna klatka Jordana stopnia 2. Macierz Jordana macierzy A ma wiec
postac

100
J=10 2 1
0 0 2
Do tego samego wniosku dojdziemy opierajac sie na wlasnosci 3 (¢wiczenie).

Pewng niedogodnodcig faktoryzacji (tj. rozkladu) Jordana A = PJP™ jest to, ze
w przypadku macierzy rzeczywistej posiadajacej nierzeczywiste wartosci wtasne jej
macierz Jordana jest macierza nierzeczywista. W wielu zagadnieniach praktycznych,
oznacza to koniecznosé poszukiwania innego rozktadu macierzy, nie tak prostego jak
rozktad Jordana, ale prowadzacego do macierzy rzeczywistych.

Otwartym pozostaje rowniez pytanie o sposob konstrukeji macierzy P ustalajacej
podobienstwo pomiedzy macierzami A oraz jej mecierzg Jordana J.
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8.2. Wektory gtéwne

8.2. Wektory gléwne

Na potrzeby tego podrozdziatu, wektor wlasny v/(\l) € F™ macierzy A odpowia-

dajacy wartosci wtasnej A nazywaé bedziemy wektorem gtownym rzedu 1. Wektory
gtéwne rzedu k > 2 zdefiniujemy indukcyjnie.

Definicja 8.2. Przypu$émy, Ze oY

€ F" jest wektorem glownym rzedu k — 1 od-
powiadajgcym wartoscit wiasnej \. Jezeli istnieje niezerowy wektor vf\k) € F" bedgcy
rozwigzaniem rownania

(A=) olF =Y, (8.3)

to wektor ten nazywamy wektorem gléownym rzedu k odpowiadajgcym wartosci
wtasnej .

8.2.1. Wlasnosci wektoréow gléwnych

Wymienione ponizej wtasnosci wektoréw gtéwnych umozliwiag wyznaczanie ma-
cierzy Jordana .J zadanej macierzy A oraz macierzy P ustalajacej podopodobienstwo
miedzy nimi.

Dla kazdej wartosci wilasnej istniejg wektory gtowne rzedu co najmniej 1.
Wektory gtowne odpowiadajgce roznym wartosciom wlasnym sq liniowo nieza-
lezne.

o Wektory gtéowne réznych rzedow odpowiadajgce tej samej wartoSci wlasnej sq
lintowo niezalezne.

e Dla wartosci wtasnej \ o krotnosci r (krotnosci jako pierwiastka wielomianu
charakterystycznego) istnieje dokladnie r liniowo niezaleznych wektoréw glow-
nych; wsrod nich sqg wszystkie lintowo niezalezne wektory wiasne odpowiadajgce
wartosci wtasnej .

o Liniowo niezaleine wektory gltowne macierzy A, traktowane jako kolumny pew-
nej macierzy nieosobliwej, mozemy ustawi¢ w takiej kolejnosci, aby utworzyly
macierz P ustalajgce) podobienstwo pomiedzy macierzami A oraz jej macierzq
Jordana J, tj. P*AP = J.

Przyklad 8.3. Rozwaimy ponownie macierz A € R¥3 z prayktadu, tj.

2
A=10 (8.4)
1

— N
— O O

Macierz A ma dwie rézne wartosci wltasne: A\ = 1 oraz Ay = 2. Wyznaczymy dla
tych wartosci wlasnych wektory gltéowne.

e Dla A\ = 1, rozwigzujgc rownanie

1107z 0
010||yl=1]0
110]]|z= 0
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8.2. Wektory gtéwne

otrzymujemy: x =y = 0,z € R; wektor gtéwny rzedy 1 ma wiec postac Uf\ll) =

(0,0,t), t € R\{0}. Aby wyznaczyé wektory glowne rzedu 2 rozwazmy, dla
ustalonego t # 0, rownanie

1107z 0
010||yl=1]0
110} = t

tatwo stwierdzié, Ze rownanie to nie posiada rozwigzan. Oznacza to, ze dla
wartosci wtasnej Ay = 1 nie istniejg wektory gltowne rzedu k > 2.
e Dla Ay = 2, rozwigzujgc rownanie

01 0 x 0
00 0 yl=10
11 -1 2 0

otrzymujemy: x = z,y = 0; wektor gtowny rzedy 1 ma wiec postac U/(\IQ) = (t,0,1),
t € R\{0}. Aby wyznaczyé wektory glowne rzedu 2, rozwaimy, dla ustalonego
t # 0, rownanie

01 O T t
00 O y | =10
1 1 -1 z t

Jeggo rozwigzaniem jest x = z,y = t; wektor gltowny rzedu 2 ma wiec postaé
@) . . , 2) .
vy, = (r,t,7),r € R. Zauwazmy, ze postac wektora vy, zalezy od sposobu wyboru

wektora vf\lz). Aby wyznaczyé wektory glowne rzedu 3, rozwazmy, dla ustalonych
t € R\ {0}, r € R, réwnanie

01 0 T T
00 O y |l =1t
1 1 -1 z T

tatwo stwierdzié, ze rownanie to nie posiada rozwigzan, a tym samym nie istniejg
dla wartosci wiasnej Ao = 2 wektory glowne rzedu k > 3.

Podsumowujge, dla macierzy A postaci (8.4) udalo sie wyznaczyé trzy liniowo nie-
zalezne wektory glowne: jeden odpowiadajgcy warto$ci wiasnej Ay oraz dwa odpo-
wiadajgce wartosScit wtasnej Ao. Przyymujgc na przykiad t = r = 1, otrzymujemy

o =(0,0,1),
ofV = (1,0,1),
ol = (1,1,1).

Zauwazmy, Ze dla macierzy P € R3*3, ktérej kolumnami sq wektory vg),vgl),vém,
tj.

P 0] =

_ o O

11
011,
11
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8.2. Wektory gtéwne

mamy
-1 0 1 2 10 01 1 1 00

Pl'AP=| 1 -1 0 0 2 0 00 1l=1021|=.J
0 1 0 1 11 111 0 0 2

Macierz P jest wiec macierzq ustalajgcg podobienstwo miedzy macierzqg A oraz jej
macierzqg Jordana.
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