Analiza matematyczna - dr Michat Géra Zestaw /. Catka oznaczona — zastosowanie

I. Pole figury ptaskiej:
a) Niech " oznacza krzywa o parametryzadcji (x (t), y (t)), t € [t1, ta], gdzie x € C' (1, 2]), y € C ([t1, t2]). Wowczas

pole ograniczone krzywq I oraz prostymi x1 = x (t1), x2 = x (t2) wyraza sie wzorem:

P:/tz}y(t)x'(t”dt. (1)

b) Niech Noznacza krzywa o parametryzacji r = f(6), gdzie f > 0, f € C([a,B]) oraz 0 < B — a < 27w. Wéwczas

pole obszaru ograniczonego tukiem f oraz promieniami wodzacymi o amplitudach a, B wyraza sie wzorem:

1 (P 5
P== (f(6))" dé. (2)
2 Ja
Zadanie 1. Oblicz pola figur ograniczonych podanymi krzywymi:

a) y=x>—6x+7o0razy=3—x;
b) x(t) = acos(t), y(t) = bsin(t); t €0, 2],
c) x(t) = a(2cos(t) — cos(2t)), y(t) = a(2sin(t) — sin(2t); t € [0, 2],
d) r(¢p) = acos(¢), dla 0 < ¢ < 2;
e) r(¢)=a(l + cos¢), dla 0 < ¢ < 2m.
Il. Dtugoéé krzywej:

a) Niech I” bedzie krzywa bez punktéw wielokrotnych o parametryzacji (x (t), y (t)), t € [t1, t2] gdzie x, y € C' ([t1, t2)).

Woéwczas dtugosc tuku [ wyraza sie wzorem:

L= ] V07 + (g ()2 3)

b) Niech I" bedzie krzywa bez punktéw wielokrotnych o parametryzacji r = f(6), f € C' ([, B]). Wéwczas dtugosé

tuku I wyraza sie wzorem:

B
L= [ Vuen + i oyae. (4

Zadanie 2. Oblicz dtugosci podanych krzywych:

a) flx) =vx,0<x<1;
b) x(t) = acos?t, y(t) = asint, 0 < t < 2m;

c) r(p) =a(l1+cos¢), 0<p <

I1l. Objetos¢ bryty obrotowej:
Niech [Noznacza krzywa o parametryzadji (x (t), y (t)), t € [t1, t2], gdzie x / lub x \,, x,y € C' (1, t2]), y > 0.
Wéwczas objetosé¢ bryty obrotowej powstatej przez obrét I dookota osi Ox w przedziale x1 = x (t1), x2 = x (t2) wyraza

sie wzorem:

V= ﬁ/ttz y? (1) x' (t) dt. (5)



IV. Pole powierzchni bryty obrotowej:
Niech £ oznacza krzywq oparametryzacji (x (t),y(t)), t € [t1, t2] gdzie x /' lub x \,, x,y € C'(t1,t2),
y > 0. Woéwczas pole powierzchni bocznej bryty obrotowej powstatej przez obrét ¥ dookota osi Ox w przedziale

x1 = x(t1), x2 = x (t2) wyraza sie wzorem:

t
s=27 [y (/i (0F + 1y (0 de 6)
t
Zadanie 3. Wyznacz objetos¢ oraz pole powierzchi (catkowitej) podanych figur:

a) kuli o promieniu R;
b) walca o wysokosci h i promieniu R;
c) stozka o wysokosci h i promieniu R;

d) obrotowego stozka scietego o promieniach podstaw ri oraz r; i wysokosci h.
Zadanie 4. Oblicz pola powierzchni powstatych przez obrét dookota osi Ox krzywych o réwnaniach:

a) gz =4ax, 0 < x < 3a;

b) x? + (y — b)> = a? (a < b);

o) x2B 4 y2B = 423,

d) x(t) = a(2cost — cos2t), y(t) = a(2sint —sin2t), 0 < t < 7;

e) x(t) = a(cost + tsint), y(t) = a(sint —tcost), 0 <t < .
V. Zastosowanie catek w fizyce”
Zadanie 5.

a) Jaka prace nalezy wykona¢, aby ciato o masie m podnies¢ z powierzchni Ziemi na wysokos¢ h?

b) Oblicz moment bezwtadnosci prostokata o bokach a i b wzgledem boku a, przyjmujac stata gestos¢

powierzchniowa p.
c) Oblicz moment statyczny wzgledem osi Ox tuku paraboli y = /2px, 0 < x < 2.
d) Wyznacz srodek ciezkosci stozka obrotowego o promieniu podstawy r it wysokosci h.

e) Ciato wykonuje drgania wzdtuz osi Ox z szybkoscig v(t) = vp cos w,t, gdzie vy, wy sa statymi. Znajdz

potozenie ciata w chwili t;, jezeli w chwili t; znajdowato sie ono w punkcie xj.



