Analiza matematyczna - dr Michat Gora Zestaw 12. Catki krzywoliniowe i powierzchniowe

Zadanie 1. Oblicz podane catki krzywoliniowe (nieskierowane):

a) [ye *dl, gdzie K jest brzegiem trdjkata o wierzchotkach: A(0,0), B(—1,1), C(1,1);
K

b) [\/x2+ y? + 4dl, gdzie K jest krzywa: x (t) = 2tcost, y(t) = 2tsint, t € [0, Z];
K

o) [x—ydl, gdzie K ={(x,y) €R*: 2y —x+2 =0, x €[0,4]};
K

d) f4\@dl, gdzie K jest tukiem paraboli y = (x + 1)2, x €[-1,1];
K

e) [dl, gdzie K jest krzywa powstata w wyniku przeciecia sie powierzchni 47° = x?> 4+ y? oraz x> + y? +
K

522 =9 (dla z > 0).
Zadanie 2. Oblicz podane catki krzywoliniowe (skierowane):

a) [ xdx+ydy, gdzie K jest zorientowanym dodatnio brzegiem tréjkata o wierzchotkach A(0,0), B(1,1),
K
C(2,0)
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b) [ XCX):;ZZU, gdzie K jest elipsa % + y? = 4 zorientowang ujemnie;
K

c) [xeYdx + ye*dy, gdzie K jest tukiem paraboli x = y?, y € [-1,1] zorientowanym od punktu (1, —1)
K

do punktu (1,1);

d) [zdx+ydz+xdy, gdzie K jest tukiem przestrzennym x (t) = t? +1, y (t) = t* =1, z(t) = t, t €[0, 1]
K
zorientowanym od punktu (2,0, 1) do punktu (1,—-1,0);

e) fxzyzdx, gdzie K jest brzegiem kwadratu |x| + |y| < 4 zorientowanym dodatnio.
K

Zadanie 3. Oblicz podane catki; jezeli to mozliwe zastosuj twierdzenie Greena:

a) [ydx + (x+y)dy, gdzie K jest zorientowanym dodatnio brzegiem figury ograniczonej krzywymi:
K

x=y x=0y=4%
b) f[xz—i—yzdxdy, gdzie G:{(X,y):1 §x§2,§x2§y§ex};
G

o) [xydx+ (%x2 + cos y) dy, gdzie K jest krzywa o parametryzacji
K

{ x(t) =sint
_ 2arc'tg(log3(25'm2 t+1)) ’
y (t) - sin t+1

t € [0,%], zorientowang od punktu (0,0) do punktu (1, %);
d) [[2dxdy, gdzie G jest czworokatem o wierzchotkach A(0,0), B(0,2), C(1,1), D(1,0);

G
e) [ %Z;dy gdzie K jest okregiem x? + y? = 1 zorientowanym dodatnio.
K

Zadanie 4. Oblicz podane catki powierzchniowe (niezorientowane):

a x2\/1 + 2zdS, gdzie S jest czeéciag powierzchni z = 1 y? zawarta miedzy powierzchniami |x|+|y| =
) [ g j edciq | Y ) miedzy | y

S
2,z=0;



b) [f xyzdS, gdzie S jest pobocznica walca o promieniu r = 2, $rodku w punkcie (0,0, 0) zawarta miedzy
S

ptaszczyznami z =0 oraz z = 4;

¢) [[zdS, gdzie S jest czworo$cianem ograniczonym ptaszczyznami x +y +z =1, 2x = 1, 2y = 1,
S
2z=1;

d) [[2dS, gdzie S jest powierzchnig (x — a)® + (y — b+ (z—c¢) =1;
S

e) [[arctg(x*+ y> + z> —8) dS, gdzie S jest czescig powierzchni z = /9 — x2 — y? zawartg w walcu
S
x? +y? = 5.
Zadanie 5. Oblicz podane catki powierzchniowe (zorientowane):

a) [[ydydz — xdzdx + xydxdy, gdzie S jest dodatnio zorientowana powierzchnia okreslona zalezno-
S

dclami z = /x2 + y2, x> + y?2 < 1;
b) [[nxdydz + Inydzdx + Inzdxdy, gdzie S jest dodatnio zorientowana powierzchnig okreslong za-
SleZnos’c'LamiZ:X—i- y x>1,y>1, x+y<4%
o [f (X2 +y? + 22)2 dydz, gdzie S jest dodatnio zorientowana powierzchnia okreslona zaleznosciami
S

7 =2/x2+4y2, x> +4y*> < 4.

d) [[xy— x?ydydz + y?zdzdx — (z — x) ydxdy, gdzie S jest dodatnio zorientowang powierzchnig x> +
S
g2+22:9,22\/§.

Zadanie 6. Oblicz podane catki stosujac — jezeli to mozliwe — twierdzenie Stokesa lub twierdzenie Gaussa—
Ostrogradzkiego:

a) fxzzclx + zy?dy + yx*>dz, gdzie C jest zorientowanym dodatnio brzegiem tréjkata o wierzchotkach

C
(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1);

b) [f xydydz+ yzdxdz + xzdxdy, gdzie S jest wewnetrzna strona powierzchni X +y’+22=1,x>0
S
y>0,z>0;

¢) §(x+ z)dx+sin(y + z) dy + cos zdz, gdzie C jest zorientowana ujemnie krzywa powstata w wyniku
c
przeciecia walca x? + y? = 4 i ptaszczyzny x + y + z = 1;
d) [[(x+y+2z)dxdz, gdzie S jest brzegiem czworoscianu o wierzchotkach (0,0,0), (1,0,0), (0,1,0),
S
(1,1,1) zorientowanym dodatnio;

e) § ldx + 1dy + 1dz, gdzie C jest dodatnio zorientowanym brzegiem kwadratu max (|x
75 3 3

yl) < 1.

’

Zadanie 7. Niech S C R3? bedzie zamknietg powierzchnig gtadka. Co mierzy catka %ff xdydz + ydzdx +
S

zdxdy?



