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Zestaw 7. Catka oznaczona

Zadanie 1. Oblicz catki oznaczone:
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Zastosowanie catek oznaczonych w geometrii

l. Pole figury ptaskiej:
a) T : (x(t),y(t)), t €[t ta]; x € CL([t1, t2]), y € C([t1, t2]). Pole ograniczone krzywa I
oraz prostymi X1 = x (t1), X2 = x (t2) wyraza sie wzorem:

t2
P=f ly (t)x’ (t)| dt. (1)
t

1

b)F:r=f(0),f>0, feC([a,B]) oraz 0 < B— a < 27. Pole obszaru ograniczonego tukiem f
oraz promieniami wodzacymi o amplitudach a, 8 wyraza sie wzorem:

1 (P
P=EJ (f (6))? d6. (2)

Zadanie 2. Oblicz pola figur ograniczonych podanymi krzywymi:

a) y=+v3cosx orazy =sinx, dlaxe[-%, 3];

b) y=x2—6x+7orazy =3—x;

c) xy?=1,xy?=4,y=1o0razy=2;

d) y? =(1—x2?)? (krzywa zamknieta);

e) x(t) = acos(t), y(t) =bsin(t); te [0, 2m],

f) x(t) = a(2 cos(t)— cos(2t)), y(t) = a(2sin(t)—sin(2t); te [0, 2m],
g) x(t) = acos3(t), y(t) = asin’(t); t € [0, 27],

h) r(¢) =acos(¢), dla0<¢ <2m;

i) r(p) =a(l+ cos¢), dla0<¢ <2m.

Il. Dtugos¢ krzywej:
a) M :(x(t),y(t), te[ty,ta]; x,y € CL([ty, t2]) oraz brak punktéw wielokrotnych. Dtugos¢
tuku I" wyraza sie wzorem:

t
L= f VX ()% + (v ()2dt; (3)
t

b) I': r=f(6), f € C([a, B]) oraz brak punktéw wielokrotnych. Dtugosé tuku I wyraza sie
wzorem:

B
L =J V(£ (8)) + (F (6))2d6. (4)
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Zadanie 3. Oblicz dtugosci podanych krzywych:
a) y=Inx, x € [+/3,2v2];

b) y=Incosx, x € [0, 3];
Q) f(X)=+/X,0<x<1;
d) x(¥)=3(2—1Iny), 1<y <2;

e) f(xX)=vVx—x2+arcsinyx, 0<x<1;

f) x(t) =acos3t, y(t) =asin®t, 0 < t < 2m;
g) r(p)=a(l+cos¢), 0<p<m;

h) r(¢) =asin®3¢, 0< ¢ < 3m;

i)

i) r(¢) =a(l+ cos).

Ill. Objetos¢ bryty obrotowej:

a) M : (x(t),y(), te[t,t]; x / lubx \, x,y € CL([t1,t2]), ¥y = 0. Objetos¢ bryty
obrotowe] powstatej przez obrét I' dookota osi Ox w przedziale x1 = x(t1), X2 = x(t2) wyraza
sie wzorem:

t2
V=nf y2 (t)x’ (t) dt; (5)
t1

b)y=f(x), feC([a, b]), f = 0. Objetos¢ bryty obrotowej powstatej przez obrét I' dookota osi
Oy wyraza sie wzorem:

b
V= ZHJ xf (x) dx. (6)

a
Zadanie 4. Oblicz objeto$¢ bryt powstatych z obrotu podanych figur wokét wskazanych

0si:
a) 0<x<1,0<y< 7, wzg. OX;
b) 0<x<4,0<y< yxe%, wzg. Ox;
c) 1<x<e, Inx<y<Inx? wzg. Ox;

d) f(x)=1—x2,0<x <1, wzg. Oy;
e) y?> =2px, 0 < x < xq, wzg. Oy.

IV. Pole powierzchni bryly obrotowej:

a)Z:(x(t),y(t), te[t,ta]; x /lubx \, X,y € CL([t1, t2]), y = 0. Pole powierzchni
bocznej bryty obrotowej powstatej przez obrét X dookota osi Ox w przedziale X1 = x(t1), X2 =
x (t2) wyraza sie wzorem:

tz
S= 2nf y () V(X ()% + (v (0))2dt; (7)
t

1

b)X:y=f(x), feCl([a,b]), a= 0. Pole powierzchni bocznej bryty obrotowej powstatej przez
obrot ¥ dookota osi Oy wyraza sie wzorem:

b
S= 2nf xV 1+ (f (x))%dx.

a
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Zadanie 5. Wyznacz objetos¢ oraz pole powierzchi (catkowitej) podanych figur:

a) kuli o promieniu R;

b) walca o wysokosci h i promieniu R;

c) stozka o wysokosci h i promieniu R;

d) obrotowego stozka Scietego o promieniach podstaw r; oraz r, i wysokosci h.

Zadanie 6. Oblicz pola powierzchni powstatych przez obrét dookota osi Ox krzywych o
réwnaniach:

a) y?=4ax, 0 < x < 3aq;

b) x2+ (y—b)2 =a? (a < b);

) x¥/3 + y¥/3 = q¥/3;

d) x(t) =a(2cost—cos2t), y(t)=a(2sint—sin2t), 0 <t < m;
e) x(t) =a(cost+ tsint), y(t)=a(sint—tcost), 0 <t<m.

Zadanie 7.* Zastosowanie catek w fizyce:

a) Jaka prace nalezy wykona¢, aby ciato o masie m podnies¢ z powierzchni Ziemi
na wysokos$¢ h?

b) Oblicz moment bezwtadnosci prostokata o bokach a i b wzgledem boku a, przyj-
mujgc stata gestos$¢ powierzchniowa p.

c) Oblicz moment statyczny wzgledem osi Ox tuku paraboli y = +/2px, 0 < x < 2.

d) Wyznacz $rodek ciezkosci stozka obrotowego o promieniu podstawy r i wysokosci
h.

e) Ciato wykonuje drgania wzdtuz osi Ox z szybkoscig v(t) = v cos wot, gdzie vo,
wo Sq statymi. Znajdz potozenie ciata w chwili t;, jezeli w chwili t; znajdowato
sie ono w punkcie x;.
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