Cyberbezpieczenstwo WIEIT AGH Analiza 2 — 2023/2024

Zestaw 1. Granica i cigglos$¢ funkcji wielu zmiennych

1. Przedstaw graficznie dziedziny (naturalne) podanych funkcji:

1 2 2 _
(a) f(x,y) = (l’— 2) (y+ 1)? (b) f(x,y) = loga:2+y2 (4—1’ -y )7 (C) f(‘r?y) = y/Incos (I_y)

2. Jakie powierzchnie w uktadzie O,,, opisane sg ponizszymi zaleznoSciami?

(a) y = 2% — 22 + 3, (b) z* +y? =1, (c)2r+y—2+1=0, (d)z=1- 22+

(e) z=+/1— (22 + y?), (f) z = 4a® + o2, (h) 2 =1—32% — 3y?, (i) 22 +y*+22=0.

3. Dla podanych funkcji wyznacz granice iterowane w punkcie (xg, o) = (0,0):

1
— 2 2 rsin— +y
(a) f(z,y) = |z |\$y|!:|ﬂ;|+y ) f(a:,y):x—fy, (c) f(x’y):mtgi
@ F ) = @t L) S = 0 Sl = A,

Co na podstawie wyznaczonych granic iterowanych mozemy powiedzie¢ o granicy podwojnej?

4. Wyznacz (lub uzasadnij, ze nie istnieja) ponizsze granice:
22 — 12 2 2

. Yy . -y . Ty
a lim ——— b lim ——— C lim ———
(a) (@)~ (0,0) 22 + 2 (b) ()= (0,0) 22 + 2 © (2.9)—(0,0) 12 + y4
. . 2 2
(d) lim Y () lim STty () lim (2 +y)"
(@y)—(0,0) 1Y (zy)—0.0) |z|+ |y (@,y)—(1,0)
x2+y2 o 1 2 1
(h)  lim = i) lim |2 ) lim ———
(zy)—=(00) 2*+y (,y)—(0,0) (zy)=(12) (y — 2)
&) lm sin (x sin y) 0 lim cos Ty : (m) lim sm2(x —|—2y + j)
(z,y)—(0,0) xy (@)—(1,3) (y — g) (,9,2)—=(0,00) x°+ Yy + 2



5. Zbadaj cigglo$¢ podanych funkeji:

|.T|y—|—l’|y| a (z xsin(;py) o (2
(@) Flz,y) =4 22+g% dla (z,y) # (0,0) ) flry) =4 2+ dla (z,y) # (0,0)
0 dla (z,y) = (0,0) 0 dla (z,y) = (0,0)

sin(z? + y?) 2y? -
© flay={ w1 WEDFO00 ey mrp B E9F00
1 dla (z,y) = (0,0) 0 dla(z,y) = (0,0)

sin |z + y|
——F dla (z, 0,0 49?2 dlaxz >0
© fle) =] Trpl EVTO0 g g gy VRS de
0 dla (z,y) = (0,0) recosr+y dlax <0

6. B Wyznacz, o ile istnieja, te wartosci parametréw a,b € R, dla ktérych podane funkcje sg ciagtle:

Va+y?—1 dlaz?+y*>1

b) f (2, y) =

WD EEI) o] 1y

(a)f(l'7y): $2—y2
» dla 2] = Iy
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Zestaw 2. Roézniczkowalnosé funkcji wielu zmiennych

1. Wyznacz pochodne czastkowe pierwszego rzedu funkcji f:

o z
_x2+y2+22’

(c) f(z,y) =+/|zyl, (d) f(z,y) = rysgn (zy),
{ YW dla (x,y) # (0,0)

(8) f (r,y) = SRETCOSY | sy (b) f(x.y.7)

sinx — cosy

2 4,2 —
PO > +y° dlazy=0

A dla (z,y) = (0,0) - (f)f(ﬁ’y):{ Lo dazy#0

2. Wyznacz pochodne kierunkowe podanych funkcji we wskazanych punktach oraz kierunkach:

I
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3. Przypusémy, ze funkcja f posiada pochodna kierunkowa %(po) w punkeie po w kierunku wektora #0.
Uzasadnij, ze
o L@+ t0) — f(po) _ Of (o).
(0 | v

Wykorzystujac wykazang zaleznos¢ wyznacz ponownie pochodna kierunkowa wybranej funkcji z poprzed-
niego zadania.

4. Zachodzi nastepujace twierdzenie:
Twierdzenie Jezeli funkcja f : R” — R ma ciagle wszystkie pochodne czastkowe pierw-
szego rzedu w otoczeniu pewnego punktu pg € R”, to dla dowolnego wersora o mamy

af .
o (bo) =T osrad £ (po),

gdzie grad f (pg) = (f:/cl (Po),--s fa, (po)) to gradient funkcji f w punkcie py, a o to

naturalny iloczyn skalarny w przestrzeni R”.

Wykorzystujac powyzszy fakt, wyznacz ponownie pochodne kierunkowe z zadania 2.



5. (a) Niech g(z,y) = f(xy, 2? + y?), gdzie funkcja f : R?* — R jest klasy C'. Wyznacz

dg dg
Yo, (z,y) — way(:ﬁ,y)-

(b) Wykaz, ze funkcja g(x,y) =y + f(2? + y?) spelnia réwnanie

dg dg -
xa_y(xay) - y%(l‘,y> =T,

funkcja f : R — R to dowolna funkcja rézniczkowalna.

6. Wyznacz macierze Jacobiego oraz rézniczki zupele podanych funkcji we wskazanych punktach:

(a) f(x)=2*+x+1,20=1;

(b) f(z,y) =2y + vz, (w0,50) = (0,1);

(c) f(z)=(v,2* + 2,20 —1), 79 = 1;

(d) f(l‘ﬁya 2) = (:Ey + yzaxz +y2)’ (x07y0720) = (_1727 1)'

7. Zbadaj rézniczkowalno$é podanych funkcji:

2?93 zy (2% — 4?)
(a) f(x,y) _ m dla (I,y) ?’é 0,0) (b) f(x,y) ZL’2+y2 dla (:E,y) 7& 0,0
0 da (z,y) =(0,0) 0 dla (z,y) = (0,0
2 dia (.9) # (0.0) P e (o
(©) fmy) = Vi*tu ’ @ Fay) - Fag W @£ 00
0 dla (z,y) = (0,0) 0  dla (z,y) = (0,0)

8. Sprawdz, czy ponizsze funkcje spetniaja warunek f; (0,0) = f;. (0,0):

W Fe =L prg B @000 g D e e £ 00
0 da (z,y)=(0,0) 0 dla (z,y) = (0,0)
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Zestaw 3. Ekstrema lokalne, warunkowe, globalne

1. Wyznacz ekstrema lokalne podanych funkcji:

(a) f(ay)=3(z—1)"+4(y+2)%

(b) f(x,y) = 2%+ 3zy* — Slz — 24y;

() f(w,y) =2 +y° = 3ay;

(d) f(zy) =2 =y +1;

(e) f(z,y) =2 +ay+y*—4lnz —10Iny;

() fz,y,2) =2 +ay+y* — 2wz + 22> + 3y — 1;
(&) flz,y,2) =22y +y*/z — da + 22,

2. Wyznacz ekstrema warunkowe podanych funkcji przy zadanych warunkach:
(

a) f(z,y)=a*+y*+4x —2, 22% + y* = 4;

)
(b) flzy) =z +y, e —ay—1=0;
(c) fz,y)=y—Inz, 2+ (y—2)°—2=0
(d) f(z,y) =2+2y, 2> +y*=5
(e) f(x,y,z) =x+y+2z,2°+y*+2°=1
f) f(z,y,2)=zyz,c+y+2=1
(8) f(zy.2)=2+y+z ayz=1

(a) f(z,y) =22 +9° [z]+ |yl

(b) f(z,y) =sinx+siny —sin (z 4+ y) w trojkacie ograniczonym osiami O,, O, oraz prosta = +y = 2;
() f(z,y) =ay, (x—1)" +¢* <15

(d) flz,y) =22%+2y* + (x — 1)* + (y — 1)* w trojkacie domknigtym o wierzchotkach A(0,0), B(1,0),

C(0,1);
(e) f(z,y,2) =2 —2y+22,2° +y* + 22 < 1.

4. Sposrod wszystkich trojkatow wpisanych w okrag o promieniu r wybierz ten o najwiekszym polu.

5. Oblicz odlegtos¢ poczatku uktadu wspotrzednych od:

(a) plaszczyzny m: 2 —2y+ 32 —6 =0; (b) powierzchni v : z = /(z +2) (y — 1).
6. Wyznacz te wartosci parametrow a € [—3,3], b € [—1, 1] dla ktérych wykres funkcji
fi[-L,1]3z—52"~ar—beR

obrécony wokot osi Ox ogranicza bryte o najmniejszej objetosci.
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Zestaw 4. Catki wielokrotne

1. Oblicz ponizsze catki po podanych zbiorach:

// szdil R =10,2] % [0,1];
//m—l—y—dedy,R [1,¢] x [1,2];

c) //ex_ydxdy, R — trojkat o wierzchotkach (1,0),(3,1),(2,2);

) //a: siny + ysin zdzdy, R — trojkat o wierzchotkach (0,0), (0,7), (7, 27);

e) ///\/%,R:[O,l] x [0,2] x [0,3];

f) ///ZZdl‘dde, R — czworoscian o wierzchotkach (0,0,0),(0,0,1),(0,1,0),(1,0,0).

2. W podanych catkach zamien kolejno$é¢ catkowania:

1 |z| N 9 24++/2y—y?
o [[rendae o [ [ fewdds @ [ [ faydey

3. Oblicz podane catki — zastosuj wspotrzedne biegunowe:

a) //mydwdy,D:{(x,y)rx>0,1<x2+y2<2};
D

) //932+y2dfvdy,DZ{(I,y)ry>0,y<w2+y2<x}-
D

O [[1drdy, D={(v):a 44+ 4:<0, 231~ VTE R}
D



. Wykorzystujac catke podwojna oblicz pole obszaru ograniczonego krzywymi:
(a) y?=da, v +y=3; (b) 2’ +y*-2y=0,2"+y*— 4y =0.
. Wykorzystujac catke podwojna oblicz objetosé bryty ograniczonej powierzchniami:

(a) 22 +y? —2y=0,2z=22+32 2=0;
(b) 2? + 9?4+ 22 — 22 =0.

. Catke potréjna [[[f (x,y, z) dedydz zamien na calke iterowang; U to obszar ograniczony przez po-
U

wierzchnie:

(a) z =222+ y?, 2 =6;
(b) > +y*> +22=25,2=4 (2 > 4);

(c) z=22+1? 2 =20 — 22 — y2.

. Oblicz podane calki — zastosuj wspotrzedne walcowe lub sferyczne:

(a) ///(a:2+y2+z2)2dxdydz, U={(z,y,2) : > +92 <4, 0<z<1};
U

0) [ [avedriniz, U {2 VEEF <2< VTP
U

) ///12 +yldedydz, U ={(z,y,2) 2>+ + 22 <4,2% +y? + 22 < dz);
U

={(z,y,2) : 4 <2?+y* + 22 <9}

dxdydz
@ ///\/x2+y2+227 v
U
(e) ///cchmdydz, U={(z,y,2): 2> + y* + 2* < da}.
U

(a) Oblicz mase pétkuli wydrazonej o promieniu wewnetrznym r i promieniu zewnetrznym R > 7, jezeli
gestos¢ masy w punkcie jest rowna odlegtosci tego punktu od $rodka kuli.

(b) Oblicz mase kuli o promieniu R, ktérej gestos¢ masy w kazdym punkcie jest réwna kwadratowi
odleglosci tego punktu od ustalonej srednicy.

(c) Oblicz masg bryty ograniczonej powierzchniami z? + y* + 2% = 8, z = /22 + 42 (dla z > 0), jezeli
jej objetosciowa gestosé masy wyraza sie wzorem p(z,y, z) = /22 + y>.

2 2

(d) Oblicz pole ptata powierzchniowego wycictego walcem x* + y* = a? ze sfery 2% + y* + 22 = r?

O<a<r.

(e) Oblicz pole plata wycigtego z powierzchni z = 1 — 22 — y? przez walec 2?2 + y? = 1.
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Zestaw 5. Szeregi liczbowe, szeregi potegowe

1. Dla podanych szeregéw wyznacz ich sumy czedciowe Sy:

o 1 o 1 o 1 & 1
WSt O F ey O R e @ (g

2. Zbadaj zbieznos¢ podanych szeregéw liczbowych:

(a) nz::l nsin —, (b) nz::l = sin o (c) nz_:l st —, (d) nZ::l sin o,

(©) n;l e %’ (B 712::1 (n —T—L Yy (h) nz::l Qn/z(nl)” (i) nZ::l 4271!’

() 21 In (1 + %) , (k) 22 \7{25;1-117 (1) 21 n?In(l14+n), (m) 21 arccos™ —,
x " x, 1 < (n!)? 1 ..

(x) 77;1 (2n)" (0) n;g nlnn-Inlnn () n; (2n)!” (x) 7;1 n2© /

3. Wyznacz zbiory zbieznosci podanych szeregéw funkcyjnych:

@ ;io (2 3:262 - glsm%(xH)” (c) 20%(:”2)”7 (d) :2(_1)717115;’;”,

00 n 0 1"
(a) > S (1 —z), dla|z| < 1; nastepnie wyznacz wartos¢ sumy » (=1) ;
n=1 N n—= n
(b) > na" = ’ 5, dlajz] < 1;
n=1 (1—x
o <_1)n 2n+1 _ (=1)"
(c) > x = arctgz, dla |z| < 1; nastepnie wyznacz wartos¢ sumy Z

3

I

=)
[\
S
+
—_

nl2 _'_1



5. Znajdz wartosci podanych szeregéw liczbowych:

s (n+D > 2n—1 S -t
(); (b)né 30 <)z(n+2)2n UZ@n_n

6. Funkcje f przedstaw jako sume szeregu potegowego o srodku w punkcie xg, oblicz promien zbieznosci
otrzymanego szeregu oraz wyznacz wartosé f1%(x):

1 1
(a)f($):2+3x7 T = 0; (b)f(l’):ma To = —1;
(c) f(z) =sin*z, x¢=0; (d) f(z) =sinh®z, 9 = 0;
(@ﬂ@—iﬁi o = —1; (1) f(2) = In(a2+20+3), =0,
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Zestaw 6. Ciggi i szeregi funkcyjne

1. Zbadaj zbiezno$¢ punktowa oraz jednostajna! ciggéw funkcyjnych {f, }nen, gdzie:

@) fole) = s 220 0) fle) = T we 1), ae {24
(© hula) = 1 020 @ fla) =" s ew
© L) =2t w20 (D) fle) = e re[01)
n_ ok n ok
W& LW=ST celal (& AD=NT. sek
k=0 v: k=0

& kx > 1 x
(a) ;;11+k6x2’ Z'E]R, ()k;lE EJ e[_lal]a
s & zFIn" x
© & Xt w10 @ SRS ae )
= (-1 <
(e)ﬁ]g$2+k, r € R; () ;( T4 22 reR

W zadaniach oznaczonych symbolem & pojawiaja si¢ pewne trudnosci jedynie przy badaniu zbieznosci jednostajnej.

10
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Zestaw 7. Szeregi Fouriera

1. Wyznacz szeregi Fouriera podanych funkcji:

(a) f(x)=az+1, z€[-2,2] (b) f(x)=|z|+1, =z€][-2,2];
(c) f(x) =2% «x€[-m (d) f(z) =|sinz|, =€ |-m, xl;
1—2 dladog<x <1
(e) flz)=lz+2|, zel[-31]; (f)f(fl?):{ 0 da —1l<z<

Wskaz punkty, w ktorych szeregi te sa zbiezne do funkcji f.

2. Dla funkeji f(z) = sgn(z + g) okreslonej na przedziale [—7, 7] znajdz jej szereg Fouriera;

do jakiej funkcji ten szereg jest zbiezny punktowo?

3. Podane funkcje rozwin w szereg sinusow:

(a) flx)=1—|z—1], z€l0,2]; (b) f(z) =e" =1, x€(0,m);
r dla0<zx g
(¢) f(x) =cosz, x€(0,m); d) f(z)= -
0 dla—=<x<nm

4. Podane funkcje rozwin w szereg cosinusow:

(a) f(x)=1—|z—1|, x€]0,2]; (b) f(z) = cos®z, xG(O,g);
Z—az dla 0 T
(¢) f(z) =sinz, € (0,7); (d) f(a) =14 > . 2
0 dla§<x<7r

5. Wykaz, ze dla x € (0, 7) zachodzi

00
cosnx
2

377 — 67z + 277).

n
n=1

6. Dla wybranych funkcji z powyzszych zadan zapisz tozsamos$é¢ Parsevalla.
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Karta wzorow

Trygonometria
.9 tg2x 9 1 . . tgx
Sin iL‘—iQ, COS 3?—72, SlIliL‘COSiL‘—72
1+tgex 1+tg°zx 1+tgex
2tg(z/2 1 —tg?(z/2 2tg(z/2
i — g(;‘/) | cosz = gQ(fv/ ). = g(:‘/)
1+ te2(2/2) 1+ te2(2/2) 1= te2(x/2)

Calka nieoznaczona

1 1 T 1 1
7$2+k2dxzéarctgg+c, 7x2—k2d$:ﬁln’x+k)+c

de =ln|z+ V22 + k| + ¢,

dxr = arcsin — + ¢
2 +

| | s

/ L © . 2n—3/ L
A+ T Gn-2) 1+ 1 " 2m-2) A+a2) 1
Calki wielokrotne

Wspoblrzedne biegunowe, walcowe, sferyczne:

X =TCOSx r =TCOS« COSB
X =TCOS& . .
. Yy =rsina y=rcosa sinf
y =rsina .
Z =z Z = 7TSin o
> ) ’ )
r20, a€l0,2m) r>0, a€l0,2r), z€R r>0, ac|-r/2,1/2), B€|0,2r)
J:T 2
J=r J =r‘cosa

Pole figury ptaskiej P, objetosé bryly 2, masa bryty € o gestosci p:

|P| :// 1dxdy, |Q|:/// ldzdydz, m:/// p(z,y, z)drdydz
P Q Q

z,y) € D:

(
S1= [ 1+ il + (Gylann)2dady

Pole ptata powierzchniowego z = f(z,y) dla

Szeregi funkcyjne

T - " . : - (_1)77, 2n+1 . = (_1)n 2n i
e :nzonl,a:ER, s1na::7;)(2n+1)!m , T ER; cosa;:%@n)!:c , * €R;
In(l+z) = i (_1)nx”+1 rze(-1,1; (1+z)*= i Var, z e (-1,1), a € R;
n:() n+1 ) ) ) n:O n ) ) ) )
l
f(ac):c;()—l—Z:l(ancos(l )+b sin(nl—ﬂx)), l/f +Za + b2
n= —l
1 / 1
an:l/f(:c)cos (—x)dm n=0,1,2 /f sin —x)dm n=123

-l

12



