Zestaw 2. Metody numeryczne réwnan rézniczkowych zwyczajnych

Zadanie 1. Zbadaj rzad oraz oszacuj btad lokalny schematu jednokrokowego (ozn. fi = f (tx, xk)):

(a) jawnego schematu Eulera: xx11 = xx + hfy;

(b) niejawnego schematu Eulera: xx1 = xx + hfiya;

(c) zmodyfikowanego schematu Eulera: xx11 = x¢ + hf (tk + % X + %hfk) ;
(d) schematu Heuna: xxi1 = x¢ + % (f + f (tksr, x + hfy));

(e) schematu Taylora: xx41 = xx + hfi + % (fox + forfi)
gclzie ftr/( = ft,(tk,Xk) oraz fx,k = f)l( (tk,Xk).
Zadanie 2. Wyznacz rzad schematu xx11 = x¢ + h (afix + Bfr+1) jako funkcje parametrow a, B € R.
Zadanie 3. Pokaz, ze numeryczne rozwigzanie zagadnienia
X =x", x(0)=0

. : : . . 32 : .
znalezione jawnym schematem Eulera nie przybliza funkcji x (t) = (%t) bedacej rozwiaza-

niem tego zagadnienia. Wyjasnij zaistniata sytuacje.

Zadanie 4. Udowodnij, ze zmodyfikowany schemat Eulera daje doktadne rozwigzanie (tj. ex =0,

dla k € N) zagadnienia poczatkowego: x" = —2at, x(ty) = Xo.

Zadanie 5. Pewna metoda numeryczna zostata zastosowana do catkowania réwnania rézniczko-
wego na ustalonym przedziale. Dla réznych wartosci kroku h otrzymano oszacowanie global-
nego btedu metody e,. Dane te zebrano w ponizszej tabeli. Co mozna powiedzie¢ o rzedzie
schematu na podstawie tych wynikow?

h 2-1 27> 25 277
er | 523 x107% | 65x 1078 | 8x1078 |1 x 1078

Zadanie 6. [komp.] Schematy z zadania 1 zastosuj do konstrukcji rozwigzania przyblizonego po-
danego zagadnienia poczatkowego na zadanym przedziale. Metoda potowienia kroku catko-
wego, wyznaczajac btedy lokalne oraz btedy globalne, zbadaj eksperymentalnie rzedy tych

schematdw. Czy uzyskane wyniki eksperymentalne zgodne sg z wynikami teoretycznymi?

(@) x' = 22 x(0) = 1 na przedziale [0, 10}

(b) X =x—(1+8)2—=(1+1"", x(0) =2 na przedziale [0, 1]

Zadanie 7. [komp.] Wykorzystujac dowolnie wybrany zbiezny schemat jednokrokowy, stablicuj w
przedziale [0, 5] (z krokiem h = 21—0) wartosci dystrybuanty standardowego rozktadu normal-
nego
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Poréwnaj wyniki, przedstawiajac na wspdélnym wykresie uzyskane rozwiazania numeryczne
oraz funkcje x —CDF [NormalDistribution[],x].



Zadanie 8. Zbadaj zgodnos¢: a) jawnego i niejawnego schematu Eulera; b) schematu Heuna.

Zadanie 9. Rozwazmy jawny schemat jednokrokowy xxy1 = x¢ + h®y (h, tx, xi). Wykaz, ze jezeli
. _ . dbf . ~ . . ..

schemat ten jest zgodny oraz funkcja <5 jest ciagta, to rzad tego schematu jest nie mniejszy

niz jeden. Jakie zatozenie dotyczgce funkcji ®s nalezy dotozy¢, aby otrzymac podobny wynik

dla schematéw niejawnych?

Zadanie 10. Wykaz, ze dla dowolnego p € N istnieje jednokrokowy schemat rzedu p, ktéry nie

jest zgodny.

Zadanie 11*. Czy istnieje jednokrokowy zgodny schemat zerowego rzedu?



