Zestaw 6. Metody numeryczne réwnarn rézniczkowych zwyczajnych

Zadanie 1. Zbadaj zbieznos¢ schematu

1
X2 + (00 = 1) X1 — axi = Zh (o + 3) fero + Ba + 1) fi)

w zaleznosci od wartosci parametru o € R.
Zadanie 2. Rozwazmy rodzine otwartych schematéw 2—krokowych
X2 + a1Xie1 + aoxk = h (Bofi + Bifita) -

Wyznacz wartosci ap, By oraz B w zaleznosci od oy, tak aby otrzymad schemat mozliwie
wysokiego rzedu. Zbadaj stabilnos¢ otrzymanego w ten sposéb schematu w zaleznosci od

wartosci parametru o;.

Zadanie 3. Wyznacz przedziat absolutnej stabilnosci schematu
h
X2 = X1 = 5 (3fks1 — fi) .

Zadanie 4. Wyznacz przedziaty absolutnej stabilnosci podanych schematéw w zaleznosci od pa-
rametru a lezacego w podanym obszarze jego zmiennosci:
/ :
(a) Xk42 — (1 + O()Xk+1 + ax, = %((3 — G) fk+1 — (1 + C() fk), a e [—1,1),

(b) X3 + @ (Xig2 = Xkst) = Xk = 5 B3+ @) (fesz + fr1), @ € (=3,1).
Zadanie 5. Wyznacz, jezeli istnieja, te wartosci parametru «a dla ktérych schemat

h
Xi42 + X1 — (1T 4+ o) xic = 5 (—afks2 + (4 + 3a) fri)

jest jednoczesnie zbhiezny, A—stabilny i rzedu drugiego.

Zadanie 6. Rozwazmy liniowy schemat g—krokowy

q q
E Qxkrj=h E Bjfi+j,
j=0 j=0

ktérego wspotczynniki og, oy, ..., aq, Bo, B1. - .., By € R spetniajg warunek
o =—agj B=Bpy (=01,....q);
schematy takie nazywamy schematami symetrycznymi. Udowodnij, ze wyrazenie
P (eior
o (eia) !
gdzie p oraz o to wielomiany charakterystyczne schematu, jest dla wszystkich wartosci

a € [0,27) czysto urojone. Co na tej podstawie mozna powiedzie¢ o obszarze absolutnej

stabilnosci schematéw symetrycznych?



Zadanie 7. Udowodnij, ze wielomiany charakterystyczne p oraz o liniowego schematu g—krokowego

symetrycznego spetniaja rownania: p(s) = —s%p(1/s) oraz o (s) = s%0 (1/s).

Zadanie 8. Uzasadnij, ze wszystkie niezerowe pierwiastki wielomianu charakterystycznego p od-

powiadajacego zbieznemu schematowi symetrycznemu leza na okregu jednostkowym.
Zadanie 9*. Udowodnij, ze nie istnieje schemat symetryczny nieparzystego rzedu.

Zadanie 10. Sprawdz poprawnos¢ ponizszych stwierdzen (dla dowolnego k > 1):

(a) nie istnieje k—krokowy lintowy schemat rzedu 2k + 1;
(b) istnieje doktadnie jeden (niejawny) k—krokowy schemat rzedu 2k;

(c) istnieje doktadnie jeden jawny k—krokowy schemat rzedu 2k — 1.

Zadanie 11. Przypusémy, ze wielomiany charakterystyczne p oraz o pewnego schematu S maja
wspolny dzielnik ¢ € 7, tj. p(s) = p*(s) @ (s) oraz g (s) = o*(s) ¢ (s). Wielomiany p* oraz
0" wyznaczaja pewien nowy schemat S*. Zaktadajac, ze ¢ (1) # 0 wykaz, ze ze zbiezno-
sci schematu S wynika zbieznos¢ schematu S*. Czy mozna cos$ powiedzie¢ o rzedzie tych

schematow?



