Akademia Gérniczo-Hutnicza SRR

: 5 | Wydzial Elektrotechniki, Automatyki, o |
| | ' Informatykl i Inzymeru Biomedycznej . gt

AGH WSTEP DO INFORMATYKI parn Hork

- BLEDY NUMERYCZNE
1 POPRAWNOSC OBLICZEN



http://www.agh.edu.pl/

POPRAWNOSC OBLICZEN :.

Obliczenia prowadzone przy pomocy wspotczesnych komputerow moga by¢
bardzo doktadne i poprawne, lecz w wielu przypadkach wymaga to wiedzy

o procesach obliczeniowych, arytmetyce komputerowej, zaokraglaniu itp.,
zeby obliczenia zaprojektowac i wykonywac w sposéb poprawny numerycznie.

Obliczenia wykonywane na komputerach narazone s3 rozne rodzaje btedow
wynikajace z:

» Ograniczonej doktadnosci danych Zrédtowych

» Ograniczonej ilosci bitow na reprezentacje danych

» Konwersjami pomiedzy systemami liczcbowymi

» Zaokraglen spowodowanych reprezentacja danych

» Obcieciami i uproszczeniami obliczen wynikajace z nieskoriczonych sum

» Trudnoscia wykonywania operacji na bardzo matych i duzych liczbach

Brak wiedzy na ten temat moze prowadzi¢ do btednego budowania
algorytmow i powstawania btedow numerycznych podczas obliczen!



BLEDY NUMERYCZNE )

Btedy numeryczne mozemy podzieli¢ na cztery podstawowe kategorie:

1.

Btedy danych wejsciowych — wystepuja wowczas, gdy dane liczhowe
wprowadzane do pamieci i rejestrow maszyny cyfrowej odbiegaja

od doktadnych ich wartosci (np. fizycznych, biometrycznych) ze wzgledu
na ograniczona doktadnos¢ urzadzen pomiarowych (np. ciezar, odlegtosc).

Bledy reprezentacji — powstajg, gdy wystepuje koniecznos¢ reprezentac;ji
liczby w maszynie z wykorzystaniem skornczonej ditugosci stow binarnych
(ciagow bitow), co wymusza zaokraglanie. Do btedow reprezentac;ji
dochodzi rowniez na skutek konwersji wielu liczb rzeczywistych z systemu
zrodtowego (zwykle dziesietnego) na system dwodjkowy, stosowany

w technice komputerowej, np. liczba 0,45 nie posiada swojego doktadnego
odpowiednika w systemie dwdjkowym, gdyz (0,45)[10] = (0.01(1100))[2]!
Bledy obciecia — zwigzane s3 z koniecznoscig zmniejszenia ilosci dziatan,
np. podczas obliczania ciggéow/szeregéw/sum nieskonczonych

lub przyblizonego wyznaczania catek oznaczonych.

Bltedy zaokraglen — pojawiajg sie w trakcie zaokraglania obliczonych
wartosci z powodu ograniczonej dtugosci stow binarnych.



BLEDY DANYCH WEJSCIOWYCH :,.

Urzadzenia pomiarowe zawsze charakteryzujg sie ograniczona doktadnoscia
wykonywanych pomiaréw wielkosci fizycznych. Rézne stosowane

w przemysle normy okreslajg dopuszczalng wielkosé odchylen urzadzen
pomiarowych od rzeczywistych wartosci, jakie powinny wskazywac:
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Stad wynikajq btedy dahych wejsciowych.



BLEDY REPREZENTACJI 5,

M
Bledy reprezentacji najczesciej powstajg w trakcie konwersiji liczb pomiedzy
systemami liczchowymi. O ile my ludzie jestesmy przyzwyczajeni liczy¢
w systemie dziesietnym, o tyle komputery stosujg system dwadjkowy.

Z tym zwigzane s3 jednak pewne trudnosci, gdyz nie kazde skonczone rozwiniecie
liczby w systemie dziesietnym posiada takowe w systemie dwdjkowym i vice versa!
Moze nam sie wiec wydawacg, iz wpisujemy do komputera doktadng wartosg,

np. liczbe wymierng 0,45, lecz witasnie wtedy dochodzi do btedu reprezentacji,
gdyz komputer od razu konwertuje taka liczbe na dwojkowg postac wewnetrzng,

a tu okazuje sie, iz nie istnieje doktadny odpowiednik tej liczby w systemie
dwadjkowym, czyli skonczone rozwiniecie dwoéjkowe, gdyz:

(45)[10]  (101101)[2]
(0,45)[10] = (100)[10] ~ (1100100)[2] ~ (0.01(1100))[2]
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BLEDY OBCIECIA 5

M
Biedy obciecia czesto zwigzane s3 z przyblizaniem obliczen nieskonczonych:

n 2 N
2 N X

o0 N
eX=ZX——1+x+X—+...+X—+... —> ZX_|:1+X+X7+"'+W
n= = H

n! 2 N! i)

gdy wystepuje koniecznos¢ pominiecia najmniej istotnych wyrazow wyrazenia.

Btedy obciecia charakterystyczne sg rowniez w sytuacjach, gdy ze wzgledu
na zbyt dtugi czas obliczen, decydujemy sie na uproszczenie obliczen
pomijajac mniej istotne szczegoty badz ograniczamy doktadnos¢ przyblizen,
np. przy wyznaczaniu wartosci catek oznaczonych:

b 1 N
= [ y()dx = Zh3 (v, + o) =T(h)
a n=0
b

h:;a
N

gdzie N jest iloscig podziatow przedziatu [a, b], a h szerokoscia tego przedziatu.



BLEDY ZAOKRAGLEN :.

Stowa binarne stuzace do zapisu liczb w technice cyfrowej dysponuja
ograniczong iloscig bitow mozliwych do wykorzystania w celu zapamietania
okreslonej liczby. Mozna tego dokonac ze skonczong doktadnoscia.

Jesli wiec zabraknie bitow na reprezentacje liczby, nieuniknione jest jej
zaokraglenie, np.:

W systemie dziesietnym znane s3 sytuacje koniecznosci zaokraglania:

% =0,333333... = 0,333333 % =0,166666... ~ 0,166667/

Podobnie dzieje sie to w systemie dwojkowym, gdzie wynik pewnej operac;ji
(np. dzielenia) nie posiada skoinczonego rozwiniecia dwojkowego lub
rozwiniecie to przekracza maksymalng ilos¢ dostepnych bitow w stosowanym
stowie binarnym stuzagcym do przechowywania wyniku dziatania.

Wtedy dochodzi do btedow zaokraglen.



BLEDY ZAOKRAGLEN :.

Jesli mamy mozliwos¢ przechowywania tylko 10 cyfr znaczacych,
wtedy wynik takiego dodawania nie bedzie taki, jaki bysSmy sie
spodziewali na skutek wykonania operacji dodawania:

1234567890 + 0,123456789 = 1234567890,123456789

lecz po zaokragleniu wyniku do 10 cyfr znaczacych otrzymamy:

1234567890 + 0,123456789 = 1234567890

Dochodzi wiec ponownie do btedu w wyniku zaokraglenia.

A co sie stanie, jesli bedziemy mieli petle obliczeniowg, w ktorej
bedziemy dodawali mata liczbe do duzej az do osiggniecia pewnej
wartosci pozwalajacej na zakonczenie sie petli?
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print "The loop is finishec



NIESTABILNOSC NUMERYCZNA

Z niestabilnoscig numeryczng mamy do czynienia wtedy, gdy mate btedy
danych lub popetniane w trakcie obliczen rosng szybko w trakcie dalszych
obliczenn powodujac istotne/duze btedy/znieksztatcenia wynikéw obliczen.

M

PRZYKtAD: Obliczanie ciggu catek oznaczonych:
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wyprowadzajac zaleznos¢ rekurencyjna:
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umozliwiajgcag wyznaczenie nastepnego elementu ciggu catek na podstawie
poprzedniego:
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PRZYKLAD NIESTABILNOSCI NUMERYCZNEJ :&

Obliczamy wiec element zerowy ciggu catek wg wzoru,

dokonujemy zaokraglenia wyniku do 3 cyfr znaczacych

i nastepnie probujemy wyznaczy¢ kolejne elementy ciggu catek 1

na podstawie poprzednich z wyznaczonej wczeséniej zaleznosci: Y, = o Y1

1
vo=| ax =ln(x+5), =In6-In5~0,182 blad |g|<5-10™

o X+5
¥, =1-5y, ~ 0,090 blad |¢|<25-107"
1
¥ =571 ~70050 blad |¢[<125-10
1
yy=—--35y, 0,083 blad ¢/<625-10 (y3> y; — nie poprawne!)
R
1 A 4, L
y, = " -5y, = —=0,165 blad |£/<3125-107 (yemna wartos¢ — absurd!)

Catka oznaczona reprezentuje pole pod funkcja, a wiec musi by¢ nieujemne.
Dlaczego juz w czwartym kroku otrzymali$my wartos¢ ujemng catki?

Kazdy nastepny wyraz ciggu potencjalnie mnozy wczesniejszy btad przez 5!



PRZYKLAD STABILNOSCI NUMERYCZNEJ :,.

Czy mozemy wiec taki ciag catek obliczy¢ poprawnie?

Potencjalnie mozemy réwniez sprébowaé wyznaczy¢
poprzedni wyraz ciggu na podstawie kolejnego ]
odpowiednio przeksztatcajgc wyprowadzong zaleznos¢: Y, ,=———=Y,

Lecz skad wzigé wartos¢ n-tego wyrazu ciggu?

Zatézmy swiadomie popetniajac btad, iz dwa kolejne wyrazy s3 jednakowe:

Przyjmiemy, ze y,, ® vy, poniewaz y, + 5y, = % = Yy & 1 ~ 0,017
1 1 I 1 1 1
=——-——y,~0,019 = ———y, ~ 0,028 , =———y, 0,058
Vs 45 5)’9 Vs 30 5)’6 Vo 15 5y3
I 1 I 1 I 1
=———ys = 0,021 =———y,~0,034 =———1y, = 0,088
Y7 10 5y8 Ya 55 5y5 M 10 Syh
L 1 0,025 11 ~ 0,043 _1 1 ~ 0,182 poprawny!!!
Ye 35 5y7 > V3 20 5y4 > Yo 1 5)’1 > pop ARRD

W tym przypadku okazuje sie, iz mimo potencjalnie duzego btedu
poczatkowego, otrzymany zerowy wyraz tego ciggu zostat wyznaczony
poprawnie, gdyz btad w kazdym nastepny kroku byt dzielony przez 5!



KUMULACJA BLEDOW NUMERYCZNYCH 2

M
W trakcie réznych operacji arytmetycznych moze dochodzi¢ do kumulacji
btedow, np. jesli dwie liczby obarczone s3 pewnymi znanymi btedami danych
wejsciowych, to w wyniku wykonania operacji na tych liczbach btedy rowniez
zostang poddane tej operacji powodujac kumulacje mozliwych btedow.

PRZYKtAD:

Jeshh x;, =2,31£0,02 1 x, =1,421 0,03, to jakie jest oszacowanie x, —x, ?
Najwiecksza mozliwa wartos¢ x;=12,33

Najmniejsza mozliwa warto$¢ x,=1,39

Najwiecksza mozliwa wartos¢ x;—x2=0,94

Najmniejsza mozliwa warto$¢ x;—x2=0,84

Wice 0.84<x, —x, <0,94 = x —x, =0,89+0,05 - BLAD ROSNIE!




UWARUNKOWANIE ZADANIA :.

Zadanie jest zle uwarunkowane, jesli wzglednie mate btedy danych
poczatkowych powoduja duze btedy wynikow obliczen.

Zadnie zle uwarunkowane obarczone jest duzymi btedami wynikow
niezaleznie od zastosowanej metody lub algorytmu obliczania.

PRZYKLAD: Proste rownolegte w przestrzeni

Jesli wspotrzedne punktow definiujacych proste rownolegte zostang
obarczone chociazby najmniejszym btedem, przestang by¢ rownolegte
i mozliwe bedzie wyznaczenie pewnego punktu ich przeciecia!
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Uwarunkowanie zadania numerycznego to wrazliwos¢ jego rozwigzania
na poprawnos¢ danych poczatkowych.
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