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DEFINICJA DRZEWA

Drzewo to struktura danych sktadajaca sie z wierzchotkéw (weztow) i krawedzi, przewa w

przy czym krawedzie t3czg wierzchotki w taki sposadb, iz istnieje zawsze informatyce
. a - . - - AH
doktadnie jedna droga pomigdzy dowolnymi dwoma wierzchotkami. rosnq w dotl
i KORZEN POZIOM 0
WYSOKO0$¢E WIERZCHOLKA
EHREEVA WIERCHOLKI 1
WEWNETRZNE
v 2
v LISCIE 3

Lista przeksztatcona

w drzewo binarne: 181-[5]-[1]-[9]-[6]-[3]-[6]-[8]-[3]-[1]-[2]-[5]-[7]
Wierzchotki w drzewach przedstawiamy w postaci warstwowej,

tzn. kazdy wierzchotek w drzewie znajduje sie na jakim$ poziomie.

Poziom wierzchotka w drzewie jest rowny dtugosci drogi taczacej go z korzeniem. Korzen drzewa jest na poziomie 0.
Wysokos¢ drzewa rdwna jest maksymalnemu poziomowi drzewa, czyli dtugosci najdtuiszej sposrod sciezek
prowadzacych od korzenia do poszczegolnych lisci drzewa.

Wierzchotki moga posiadac rodzica, ktory jest umieszczony na wyzszym poziomie oraz dzieci,

ktore s3 umieszczone na nizszym poziomie. Niektdre dzieci nie posiadajg wtasnych dzieci i s lisémi.

Dzieci jednego rodzica nazywamy rodzernstwem.

Wierzchotki, ktore nie posiadajq ani jednego dziecka nazywamy lis¢mi.

Przodkami s3 rodzice oraz rekurencyjnie rodzice rodzicow.

Potomkami s3 dzieci oraz rekurencyjnie dzieci dzieci.

Wierzchotki posiadajgce zarowno rodzica jak i przynajmniej jedno dziecko nazywamy wierzchotkami wewnetrznymi.
Kazde drzewo posiada wyrdzniony, nie posiadajacy rodzica wierzchotek, ktéry nazywamy korzeniem.
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PARAMETRY DRZEW 3

Droge (Sciezke) w drzewie pomiedzy dwoma wierzchotkami wyznaczamy poprzez
wierzchotki posrednie przechodzac po taczacych je krawedziach.

Diugosc drogi pomiedzy dwoma wierzchotkami w drzewie wyznaczamy jako ilos¢ krawedzi,
po ktorych trzeba przejs¢, zeby przejsc z jednego wierzchotka do drugiego.

W drzewach nie istniejg cykle, czyli nietrywialna droga posiadajaca poczatek i koniec
w tym samym wierzchotku. Drzewa nie posiadaja tez kilka alternatywnych drog pomiedzy
tymi samymi wierzchotkami, lecz tylko doktadnie jedna:

Jesliby do drzewa dodano taka krawedz,
ktora by utworzyta cykl lub alternatywng droge,
wtedy drzewo staje sie grafem:
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Drzewo binarne jest wywaione (zrownowaione),

DRZEWO NIEWYWAZO

gdy wysokos¢ lewego i prawego poddrzewa kazdego 1 NIEZUPEENE

jego wierzchotka nie rdzni sie o wiecej niz jeden.

WYWAZANIE DRZEW

"8

PODDRZEWO PODDRZEWO
LEWE PRAWE

Drzewo jest doskonale zréwnowaione, gdy

dodatkowo wszystkie jego liscie znajdujq sie

na maksymalnie dwdéch poziomach.

Klasyczne drzewo poszukiwan BST nie posiada

wbudowanych mechanizméw rownowazenia.

Przyktadem drzewa totalnie niezrownowazonego jest lista:

LISTA TO DRZEWO MAKSYMALNIE NIEWYWAZONE

DRZEWO WYWAZONE DRZEWO ZUPEENE

ALE NIEZUPELNE WYWAZONE

PODDRZEWO PODDRZEWO| (PODDRZEWO PODDRZEWO

LEWE PRAWE LEWE PRAWE
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RODZAJE DRZEW

Drzewa moga by¢ miedzy innymi:

Binarne — jesli kazdy wezet posiada co najwyzej dwdjke dzieci.

k-Regularne - jesli kazdy wezet posiada co najwyzej k dzieci.

Nieregularne - jesli nie maja okreslonego maksymalnego stopnia wezta w drzewie.

Zupetne (kompletne) — gdy ma wszystkie poziomy z wyjatkiem ostatniego catkowicie zapetnione,

a ostatni jest spdjnie zapetniony od strony lewe;.

Kopiec - to drzewo binarne, w ktorego weztach znajduja sie elementy reprezentowanego multizbioru,
w ktorym dzieci nie sg wieksze od rodzicow.

Decyzyjne — gdy wezty drzewa zawieraja warunki, a liscie decyzje.

BST to binarne drzewo poszukiwan zawierajace elementy o unikalnych kluczach, w ktérym klucze
elementéw w lewym poddrzewie s3 mniejsze od kluczy elementéw w prawym poddrzewie

dla kazdego wierzchotka drzewa. BST nie posiada mechanizméw wywazania.

Czerwono-czarne - to rodzaj samoorganizujacego sie binarnego drzewa poszukiwan o wysokosci
maks. 2 log (n+1), stosowanego np. do implementacji tablic asocjacyjnych.

AVL - to zrownowazone binarne drzewo poszukiwan (BST). Kazdy wezet drzewa AVL ma przypisang
wartosc -1, 0 lub +1 wyrazajgca roznice w wysokosci lewego i prawego poddrzewa. Jesli operacja

na drzewie miataby doprowadzic ta roznice do wartosci niedopuszczalnej (czyli < -1 lub > +1),

w drzewie wykonywana jest specjalna operacja rotacji, przywracajgca zrownowazenie.

B-drzewa - to uporzadkowane drzewa zawierajgce wezty mogace przechowywac k uporzadkowanych
kluczy, sposrad ktdrych kazdy jest mediang dla wartosci kluczy korzeni poddrzew wezta tego klucza,
stosowane np. do indeksacji atrybutow w tabelach bazodanowych i dostepu do nich w czasie O(log n).
B+drzewa - to zmodyfikowane B-drzewa, ktore przechowujg wszystkie obiekty w lisciach, duplikujac
niektore wartosci kluczy w weztach stuzacych do szybkiego wyszukiwania obiektow w czasie
logarytmicznym. Dodatkowo obiekty w lisciach s3a taczone w porzadku rosngcym, co tworzy graf.
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DRZEWA REGULARNE g

Drzewa regularne mozna w tatwy sposadb reprezentowac w tablicy.

Jesli drzewa te s3 dodatkowo zupeine, wtedy reprezentacja ta jest optymalnie
oszczedna z punktu widzenia wykorzystania pamieci, gdyz taka tablica jest
spoOjnie wypetniona od strony lewej:

Przykiad reprezentacji w tablicy
drzewa binarnego oraz zaleznos¢
umozliwiajgca wyznaczenie
indeksow dzieci oraz rodzica

dla wezta o indeksie k:

L(k-1)/2]
k

Dla drzew regularnych o wiekszej 2k+2

ilosci dzieci zaleznosc¢ ta
odpowiednio modyfikujemy:
3k+1, 3k+2, 3k+3i |(k — 1) /3] 0 1 23 456 7 8 9 10 11 12

A4k+1, 4k+2 , 4k+3, 4k+4 i |(k — 1) /4] itp.
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KOPIEC g

Kopiec to drzewo binarne, w ktdrego weztach znajduj3 sie elementy
reprezentowanego multizbioru, ktore spetniajg warunek kopca.

Warunek kopca mowi, iz jesli wezet y jest nastepnikiem wezta x,
to element w weile y jest nie wiekszy niz element w weile x.

Drzewo ma uporzadkowanie kopcowe, gdy wszystkie jego elementy zachowuj3a
porzadek kopcowy, tzn. elementy na sciezkach w drzewie od korzenia do liscia
uporzadkowane sg w sposdb nierosnacy.

Kopiec zupetny to zupetne drzewo binarne o uporzagdkowaniu kopcowym,
czyli takie, ktorego wszystkie poziomy sg wypetnione catkowicie za wyjatkiem
cO najwyzej ostatniego, ktory jest spojnie wypetniony od strony lewe;.

Kazde drzewo binarne mozna w tatwy sposdb reprezentowac w tablicy,
a indeksy okreslone sg przy pomocy
nastepujacej zaleznosci:

PRZY INDEKSACJI OD 1 PRZY INDEKSACJIOD O
k/2] 1(k-1)/2]
K K

K Ok+1 SK+1 xi2 @D @ @ @ @© &
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BINARNE DRZEWA POSZUKIWAN %

Binarne drzewo poszukiwan (BST — binary search tree) to binarne drzewo reprezentujace
elementy multizbioru w taki sposadb, iz kazdy wierzchotek ma po lewej elementy mniejsze,
a po prawej wieksze od reprezentowanej wartosci klucza przez ten wierzchotek
(https://www.cs.usfca.edu/~qalles/visualization/BST.html).

Odnajdywanie miejsca wstawienia nowego elementu
polega na przechodzeniu od korzenia po weztach
drzewa w taki sposob, iz jesli wartos¢ jest mniejsza,
wtedy idzie sie w lewo, a jesli wieksza lub rowna

W prawo.

Przechodzenie po drzewie jest dokonywane tak dtugo,
dopodki nie natrafimy na sytuacje, gdy weztowi brak
wezta lub liscia w pozadang strone.

Tam jest dodawany nowy element.

Drzewa BST nie posiadajg zadnego mechanizmu
wywazania, wiec w pesymistycznymi przypadku
moze zosta¢ zbudowana lista — czyli trywialna
postac drzewa.
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DRZEWA CZERWONO-CZARNE 3

Czerwono-czarne drzewo to binarne drzewo poszukiwan, w ktorego weztach
znajdujq sie elementy reprezentowanego multizbioru, pokolorowane na kolor
czerwony lub czarny (https://www.cs.usfca.edu/~galles/visualization/RedBlack.html), przy czym:

* Korzen drzewa jest zawsze czarny.
* Dzieci czerwonego rodzica muszg by¢ czarni.

* Kazda droga prowadzaca z ustalonego wezta do dowolnego liscia liczy tyle samo czarnych.

Po odnalezieniu miejsca algorytmem poszukiwan binarnych i wstawienia nowego elementu,
zostaje on pokolorowany na czerwono, a nastepnie jesli nie sg spetnione w/w warunki,
dokonywane s3 operacje rotacji w lewo lub w prawo oraz odpowiednio zmieniany jest kolor.

Drzewa te s3 jednak mniej efektywne
niz drzewa AVL oraz B-drzewa, wiec
szczegotowy algorytm dziatania nie
bedzie rozwazany.

[4]-[5]-[1]-[9]-[6]-[3]-[6]-[8]-[3]-[1]-[2]-[5]-[7]
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‘¢ DRZEWA I DIAGRAMY DECYZYJNE 9‘

Drzewa decyzyjne to specjalny rodzaj drzew, ktory w weztach drzewa podejmuje
decyzje na podstawie zdefiniowanych warunkdow i dostepnych opcji wyboru:

DRZEWO DECYZYJNE DIAGRAM DECYZYJNY
5 niegt?:::nych 5 nieglg';:nych
ZACHMURZENIE? ZACHMURZENIE?
stonecznie pochmurno deszczowo stonecznie pochmurno deszczowo
2 gra h 4 3 gra 2 gra 3 gra
3 nieobecnych _4gra 2 nieobecnych 3 nieocbecnych . 2 nieobecnych
[wmeomos’(:?j 0 nieobecnych (WIETRZNOS’C?] (wmeomos’c’:? =70 ne WIETRZNOS'C?]

h 4
9 gra
<=70 >70 tak nie 0 nieobecnych
>70 tak
2 gra 0 gra 0 gra 3 gra 0 gra
0 nieobecnych 3 nieobecnych 2 nieobecnych 0 nieobecnych 5 nieobecnych

Diagram decyzyjny powstaje poprzez redukcje drzewa decyzyjnego na skutek:

* {3czenia (agregacji) lisci o tych samych wartosciach,
* nastepnie poprzez redukcje weztow, ktorych wszystkie potaczenia prowadza
do tego samego nastepnika.

Drzewo decyzyjne jest juz grafem, gdyz zawiera alternatywne drogi pomiedzy
weztami oraz cykle, lecz jest oszczedniejszy niz analogiczne drzewo decyzyjne.

Jesli kazdy wezet drzewa decyzyjnego posiada doktadnie dwa nastepniki, wtedy
w wyniku takiego przeksztatcenia otrzymujemy binarny diagram decyzyjny.
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B-DRZEWA i B+DRZEWA 9‘

B-drzewa i B+drzewa stopnia k to specjalne k-regularne drzewa pozwalajace reprezentowac klucze
obiektow w uporzadkowany sposdb, zapewniajac w czasie logarytmicznym dodawanie obiektow i ich
usuwanie, poniewaz drzewa te posiadaja mechanizm automatycznego wywazania weztéw, nie kluczy.
Drzewa te moga przechowywac¢ k-1 kluczy/obiektéow w jednym weile oraz posiada¢ k dzieci (k 2 3).
S3 to drzewa samoorganizujace sie, a wiec wykonujace operacje podziatu i taczenia, przesuwania i
tworzenia i usuwania wierzchotkdw, ktore przywracajg odpowiednig strukture drzewa oraz porzadek
po dodaniu lub usunieciu obiektu o okreslonym kluczu do i z tych drzew.

B-drzewa 3 stopnia sa rozszerzeniem idei binarnych drzew poszukiwan, gdyz kazde poddrzewo zawiera
elementy odpowiednio mniejsze, pomiedzy pewnymi wartosciami lub wieksze od wartosci kluczy
przechowywanych w poszczegdlnych weztach. Jest to struktura bardzo efektywna, gdyz zapewnia
dodawanie, usuwanie i odnajdywanie dowolnego elementu w czasie O(log,n).

B+drzewa sg nieco redundantne, bo przechowuja duplikaty niektorych kluczy w weztach decyzyjnych,
a same obiekty przechowuja w lisciach na tym samym poziomie. Ponadto wzbogacajq strukture
drzewa o krawedzie pomiedzy s3siednimi lis¢mi, ktore zapewniajq bezposredni dostep do kolejnych
posortowanych elementow. Program w Pythonie: http://python-wiki.appspot.com/?p=5846034605408256

[4]-[5]-[1]-[9]-[6]-[3]-[6]-[8]-[3]-[1]-[2]-[5]-[7]

B-DRZEWO 3 STOPNIA ‘ B+DRZEWO 3 STOPNIA
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TWORZENIE B-DRZEWA 3. STOPNIA 3

Tworzenie B-drzewa dla ciggu kluczy jest ztozonym procesem wymagajacym wykonywanie operacji
przywracajacych takie uporzagdkowanie drzewa (https://www.cs.usfca.edu/~galles/visualization/BTree.html):

Dodawanie nowego elementu do B-drzewa sktada sie z kilku krokéw:

1. |dz od korzenia do odpowiedniego liscia w drzewie poruszajac sie po weztach nastepujaco:
. w lewo po gateziach, jesli klucz jest mniejszy lub rowny od lewej wartosci klucza w weile,

. w prawo po gateziach, jesli klucz jest silnie wiekszy od prawej wartosci klucza w weile,
. w kierunku srodkowej gatezi, jesli klucz jest silnie wiekszy od lewej wartosci i mniejszy lub rowny od prawej wartosci klucza.

Dodaj element do liscia w sposob uporzadkowany, jesli nie przechowuje jeszcze dwdch wartosci.

Jesli juz zawiera 2 wartosci, podziel go na dwa wezty, a sSrodkowa wartos¢ przekaz do rodzica, a jesli nie
istnieje, utworz go. Rodzic bedzie wskazywat te dwa wezty, jesli nie zawierat dwoch wartosci.

4. Jeslirodzic zawierat dwie wartosci, rowniez sie dzieli i Srodkowa wartos¢ przekazuje do swojego rodzica,
a jesli takowy nie istnieje, utworzy go. Jesli istnieje i jest petny, rekurencyjnie do géry powtarza ten krok.

[4]-[5]-[1]-[9]-[6]-[3]-[6]-[8]-[3]-[1]-[2]-[5]-[7]
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» https://www.youtube.com/watch?v=coRJrclYbF4
https://www.youtube.com/watch?v=C q5ccN84C8
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TWORZENIE B+DRZEWA 3. STOPNIA

Tworzenie B+drzewa dla ciggu kluczy jest ztozonym procesem wymagajacym wykonywanie operacji przywracajacych
takie uporzadkowanie drzewa (https://www.cs.usfca.edu/~galles/visualization/BPlusTree.html):

Dodawanie nowego elementu do B+drzewa sktada sie z kilku krokdw: https://www.youtube.com/watch?v=_nY8yR6iqx4

1. Idz od korzenia do odpowiedniego liscia w drzewie poruszajac sie po weztach nastepujaco:
. w lewo po gateziach, jesli klucz jest mniejszy lub rowny od lewej wartosci klucza w weile,

. w prawo po gateziach, jesli klucz jest silnie wiekszy od prawej wartosci klucza w weile,
. w kierunku srodkowej gatezi, jesli klucz jest silnie wiekszy od lewej wartosci i mniejszy lub rodwny od prawej wartosci klucza.

2. Dodaj element do liscia w sposdb uporzadkowany, jesli nie przechowuje jeszcze dwdch wartosci.

3. Jesli juz zawiera 2 wartosci, podziel go na dwa wezty, lewy zawierajacy mniejszg wartos¢ od srodkowego, a prawy
zawierajacy srodkowy i wiekszy element. Potgcz krawedzia te dwa wezty. Ponadto srodkowa wartos¢ klucza
skopiuj do rodzica, a jesli nie istnieje utwdrz go. Rodzic wskazuje te dwa wezty, jesli nie zawierat dwoch wartosci.

4. Jesli rodzic zawierat dwie wartosci, rowniez sie dzieli i Srodkowa wartos¢ przekazuje do swojego rodzica,

a jesli takowy nie istnieje, tworzy go. Jesli istnieje i jest petny, rekurencyjnie do gory powtarza ten krok.

PR,

B+drzewo jest
umozliwia szybki
dostep w czasie
logarytmicznym

do elementow listy!
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AVB+DRZEWA 3. STOPNIA 2

AVB+drzewa tacza koncepcje binarnych drzew wyszukiwania (BST), B-drzew, B+drzew oraz sortujacych list podwdjnie
wigzanych. S3 samo-wywazajacq i samo-sortujacq sie ztozong strukturg (grafem), ktdry zapewnia szybki dostep do

wszystkich kluczy (pesymistycznie logarytmiczny w przypadku

braku duplikatéw, optymistycznie staty) przechowywanych

w drzewie oraz staty dostep do kluczy poprzednich i nastepnych  ounter
wedtug wybranej metryki. Dodawanie i usuwanie elementéw ey (value)

krokow (o ztozonosci maksymalnie logarytmicznej), gdyz te leaves -~

<—~branches
<« two-element node

Bl
[O)C[} . one-element node
[\ ¥

. o o o o I t. v
do AVB+drzew jest procesem ztozonym sktadajacym sie z kilku Siomen

operacje wymagajq czasami przywradcenie doskonatego
wywazenia drzewa: http://home.agh.edu.pl/~horzyk/lectures/ci/Cl-AGDSandAVB+trees.pdf

S
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