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DEFINICJA GRAFU E

Graf to struktura danych sktadajaca sie z wierzchotkdw i krawedazi, taczacych dwa wierzchotki.

Grafem nieskierowanym nazywamy pare G = (V, E), gdzie V jest niepustym i skoriczonym zbiorem
wierzchotkéw (weztdw), a E jest dowolnym skoriczonym zbiorem krawedzi E c P,(V)
rozpoczynajacych sie w jednym a konczacych sie w drugim wierzchotku, reprezentowanych

w postaci nieuporzadkowanych par elementow zbioru V.

Wierzchotki grafu moga by¢ etykietowane, kolorowane, o V\
krawedzie wazone, niosac dodatkowq informacje. w
Grafem petnym nazywamy graf, w ktérym kazde " " Q

dwa wierzchoftki s3 ze sobg potaczone krawedzia. N < & 25 o 7
Graf petny zawierajacy k wierzchotkow Q 9 Geke‘e)e

nazywamy k-klika.

Grafem skierowanym nazywamy pare G = (V, D),
gdzie V jest niepustym i skoriczonym zbiorem
wierzchotkdw, a D jest dowolnym skonczonym zbiorem
krawedzi skierowanych D c P(V, V), reprezentowanych
w postaci uporzadkowanych par elementéw zbioru V.

Grafem wazonym nazywamy tréjke G = (V, E, w),
gdzie G = (V, E) jest grafem, a w: E = R jest
funkcja okreslajacg wage krawedzi.

Multigrafem nazywamy trdjke G = (V, E, o), gdzie G = (V, E)
jest grafem, a @: E = N jest funkcjg okreslajaca krotnos¢ krawedzi.
W multigrafie dopuszcza sie istnienie petli i krawedzi wielokrotnie t3czacych te same wierzchotki.
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WLASCIWOSCI GRAFU 9‘

Graf jest spojny, gdy istnieje droga w grafie pomiedzy kazdg para wierzchotkdw.
Lasem nazywamy graf, ktdrego zaden podgraf nie zawiera cyklu.

Wierzchotki nazywamy sasiednie, jesli istnieje krawedz (skierowana lub nieskierowana)
pomiedzy nimi.

Wierzchotek nazywamy izolowanym, jesli nie jest potaczony zadng krawedzig z innym
wierzchotkiem.

Wierzchotki incydentne to wierzchotki, do ktorych prowadzi krawedz z danego wierzchotka.

Stopien wierzchotka w grafie G okreslony jest poprzez jego ilo$¢ wierzchotkow
incydentnych, tzn. krawedzi wychodzacych z niego.

Scieika (droga) w grafie nazywamy ciag krawedzi, po ktorych naleiy przejsé od wierzchotka
startowego do wierzchotka koncowego poprzez ew. wierzchotki posrednie.
W grafie moze istnie¢ wiele réznych sciezek pomiedzy tymi samymi wierzchotkami.

Dtugosc sciezki (drogi) w grafie okreslona jest przez ilos¢ krawedzi na tej Sciezce (drodze).
Sciezke nazywamy prosta, jesli przez kaida krawedz na scieice przechodzimy tylko raz.

Najkrotsza sciezka w grafie pomiedzy dwoma wierzchotkami to sciezka o minimalnej ilosci
krawedzi sposrod dostepnych sciezek prowadzacych pomiedzy tymi wierzchotkami.

Najkrotsza sciezka w grafie wazonym okreslana jest przez minimalng sume wag krawedzi
na Sciezkach prowadzacych pomiedzy dwoma wierzchotkami.
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WLASCIWOSCI GRAFU 9‘

Sciezka Hamiltona nazywamy $ciezke prosta przechodzaca przez wszystkie wierzchotki grafu
doktadnie raz.

Scieika Eulera nazywamy $ciezke prosta przechodzaca przez wszystkie krawedzie grafu
doktadnie raz.

Cyklem w grafie nazywamy Sciezke (droge) zamknieta, czyli taka, ktora rozpoczyna sie
i konczy w tym samym wierzchotku grafu.

Cyklem Hamiltona nazywamy cykl prosty przechodzacy przez wszystkie wierzchotki grafu
doktadnie raz (rozpoczynajacy sie i konczacy w tym samym wierzchotku).

Cyklem Eulera nazywamy cykl prosty przechodzacy przez wszystkie krawedzie grafu
doktadnie raz (rozpoczynajacy sie i konczacy w tym samym wierzchotku).

Graf nazywamy acyklicznym, jesli nie posiada zadnych cykli.

Graf nazywamy planarnym, jesli da sie go narysowac na ptaszczyznie tak, aby zadne jego
krawedzie nie przecinaty sie.

Petlg w grafie nazywamy krawedz t3czacq wierzchotek sam ze soba.
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REPREZENTACJA GRAFU E

Grafy nie s strukturg hierarchiczng ani liniowg, ich wierzchotki mogq miec rézng ilos¢
krawedzi wychodzacych (réing ilos¢ incydentnych wierzchotkdw), wiec struktura grafu
nie odzwierciedla w naturalny sposéb budowy pamieci komputerowych RAM.
Implementujac grafy wykorzystujemy tablice lub listy do przechowywania informacji
na temat sasiednich (incydentnych) wierzchotkéw lub t3czacych je krawedazi.

Grafy reprezentujemy i implementujemy zwykle w postaci:
» Listy krawedazi (list of edges)

* Macierzy sgsiedztwa (adjacency matrix)

* Macierzy incydencji (incidence matrix)

» Listy sgsiedztwa (adjacency list)

Przy zatozeniu, iz zaden wierzchotek w grafie nie jest izolowany,
lista krawedzi sktada sie z dwdjek lub tréjek, zawierajacych:

» etykiete wierzchotka, z ktdrego krawedz wychodzi,

» etykiete wierzchotka, do ktorego krawedz dochodzi,

» wage krawedzi (opcjonalnie).

PRZYKtAD: [(1,3), (1,4), (2,1), (2,3), (2,4), (2,5), (3,2) , (3,4) , (3,5) , (4,1) , (4,5) , (5,1)]
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MACIERZ SASIEDZTWA g

Macierz sgsiedztwa jest macierza kwadratowq o stopniu rownym ilosci wierzchotkow grafu.

Kazdy wierzchotek grafu jest indeksowany jedna z kolejnych liczb od 0 do N-1,
gdzie N okresla ilos¢ wierzchotkow takiego grafu.

Indeksy wierszy macierzy sasiedztwa odpowiadajq indeksom wierzchotkéw startowych v,.
Indeksy kolumn macierzy s3siedztwa odpowiadajq indeksom wierzchotkéw koricowych v;.

Kazda komadrka takiej macierzy reprezentuje jedno mozliwe potaczenie pomiedzy wierzchotkami
V; oraz v;:

0 — oznacza brak krawedzi

1 - oznacza istniejaca krawedz
albo w - oznacza wage krawedzi

i-ty wiersz takiej macierzy jest listg indekséow wierzchotkow,
do ktorych prowadza krawedzie z wierzchotka o indeksie i,

g h ) Vj - WIERZCHOLEK KONCOWY
gdy wartosci w komorce sa niezerowe. [2] o [ 1 | o . : 112]3lals
j-ty wiersz takiej macierzy jest listg indeksow wierzchotkdw, -

z ktorych prowadza krawedzie do wierzchotka 3 E 1/0j0j1/1/0
o indeksie j, gdy wartosci w komarce s3 niezerowe. . =2 1|0/ 1]1]1
Macierz sgsiedztwa dla grafu nieskierowanego N LE alol1lo0 . 1
jest symetryczna wzgledem giownej przekatnej, 0 3

poniewaz jesli istnieje krawedz (v;, v;), 0 % 4/1/0]0)0/|1
to istnieje rowniez krawedz (v;,v;). 0 <8 1](0|0|0]|oO
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MACIERZ SASIEDZTWA E

Stopien i wierzchotka grafu nieskierowanego wyznaczymy zliczajac liczbe niezerowych komarek
w i-tym wierszu macierzy sgsiedztwa.

Stopien i wierzchotka grafu skierowanego wyznaczymy zliczajac liczbe niezerowych komaérek
w i-tym wierszu oraz i-tej kolumnie macierzy sgsiedztwa. Mozemy tez osobno policzy¢ ilos¢
krawedzi wychodzacych (w wierszach) oraz ilos¢ krawedzi wchodzacych (w kolumnach).

Indeksy sgsiadow wierzchotka i-tego znajdziemy w i-tym wierszu, jesli wartosc pola jest
niezerowa.

i-ty wierzchotek jest izolowany, jesli zardwno i-ty wiersz
jak rowniez i-ta kolumna zawiera same zera.

Wierzchotki zawierajjce petle posiadajg niezerowe
wartosci na przekatnej macierzy sasiedztwa.

Sprawdzenie istnienia krawedzi pomiedzy wierzchotkami
W macierzy sgsiedztwa jest operacjq o ztozonosci O(1). Vj - WIERZCHOLEK KONCOWY
1/2|3|4 |5

O]10]1 1] 0

Wad3 takiej reprezentacji jest kwadratowa ztozonos¢ pamieciowa.

1| 0 1 1 1

Wiele pol takich macierzy zawiera zera,
poza przypadkiem grafow petnych (klik).

- WIERZ CHOLEK STARTOWY

N | W N =
=
|—'L

-
o
o|lo | o
o
-

Vi
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MACIERZ INCYDENCJI 3

Macierz incydencji jest macierza o wymiarze N x K, gdzie N — oznacza ilo$¢ wierzchotkdw grafu,
a K liczbe jego krawedzi. Kazdy wiersz odwzorowuje jeden wierzchotek grafu, a kazda kolumna
jedna jego krawedz. Zawartos¢ komorki takiej macierzy okresla powigzanie i-tego wierzchotka
z k-tg krawedziag w nastepujacy sposadb dla grafu skierowanego:

* 0-o0znacza, ze i-ty wierzchotek nie jest ani poczatkiem ani koncem k-tej krawedazi,

* 1 albo w - oznacza, ze i-ty wierzchotek jest poczatkiem k-tej krawedzi (o wadze w - opcjonalnie),
* -1-o0znacza, ze i-ty wierzchotek jest koricem k-tej krawedzi.

Jesli graf jest nieskierowany, wtedy poczatek i koniec oznaczony jest wartoscia 1.

Jesli graf zwiera petle, wtedy poczatek i koniec wypada w tym samym wierzchotku, co zaznaczamy
w takim grafie wartoscia 2. Krawedzie wielokrotne mozemy reprezentowac wiec bez trudu.

Ze wzgledu na to, iz kazda krawedz ma doktadnie jeden poczatek i jeden koniec, w kazdej kolumnie
takiej macierzy wystepuje doktadnie jedna 1i jedna -1, a pozostate wartosci sa 0.

Kazdy wiersz takiej macierzy moze natomiast zawierac wiele 1 i -1, gdyz moze by¢ poczatkiem

lub koncem wielu krawedzi. Vk - KRAWEDZ

=/1|1|1|1|0|lo0|0|0|0|O0|-1]|0]|-1
E
E 2| 0 0 1 1 1 1 1-1] 0 0 0 0 0
=
&[3|1|0|0]|1|0|O0|1|1]|1]|]0]|O0O]oO
i-ty wiersz dla wierzchotka izolowanego | &
zawiera same zera. E 4 0/1/0/0]1]0|0}1/0]1]1]0
Ztozonos$é pamieciowa: O(N x K) £/®0|0|0|O0O|O]|12(/O0O]|O0O]|1|0]|1]1
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LISTA SASIEDZTWA z

Lista sgsiedztwa implementowana jest jako tablica list (w Pythonie jako lista list),
tzn. kazdy element listy wierzchotkdw startowych zawiera liste wierzchotkow koncowych,
czyli liste sgsiaddw, z ktorymi jest potaczony krawedziy.

Nieco trudniej w grafie skierowanym znajdujemy wierzchotki, od ktorych prowadzi
krawedz do danego wierzchotka, gdyz trzeba przeszukac wszystkie listy zawierajace
indeks wierzchotka koncowego O(K), lecz czesciej interesuje nas lista sgsiadow,
czyli do ktérych wierzchotkow prowadzi krawedz z danego wierzchotka.

Problem ten nie wystepuje w przypadku graféw nieskierowanych.

To zdecydowanie najefektywniejszy (pod wzgledem pamieciowym)
i najczesciej stosowany sposdb implementacji grafu, gdyz nie zawiera
niewykorzystanych komorek pamieci (za wyjatkiem wierzchotkéw izolowanych).

Chcac zapisa¢ wage krawedzi, nalezy wykorzystac liste list obiektow (klas), ktorych kluczem
jest indeks (etykieta) wierzchotka docelowego, a wewnatrz klasy zapisana jest waga.

'ufj - WIERZCHOEEK KONCOWY
Z|11 13 | 4
E 1
£ 2|13 5
| BBL 2
£ 411 | 5 5
B
= 4
1511
=
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PRZECHODZENIE PO WIERZCHOLKACH GRAFU %

\

Po wierzchotkach grafu nie sposdb przechodzi¢ w sposéb liniowy, wiec najczesciej stosowane
sg drzewa rozpiete na grafie oraz algorytmy wykorzystywane do przeszukiwania drzew.

W grafach jednak moga wystepowac cykle i petle, co mogtoby spowodowac zapetlenie sie
takiego algorytmu i krecenie sie po tych samych wierzchotkach wielokrotnie.

Dla unikniecia tego stosujemy dodatkowy parametr typu boolowskiego, w ktdorym
zapisujemy, czy wierzchotek zostat juz odwiedzony/przeszukany czy tei nie.

Jesli wiec wzbogacimy algorytmy przeszukiwania drzew o taki parametr, bedziemy mogli
wykorzystac algorytmy:

DFS - depth first search — przeszukiwanie wgtab,
BFS — breadth first search — przeszukiwanie wszerz

rowniez do przeszukiwania grafow.

Przejscie grafu (graph traversal) algorytmem DFS wykonujemy nastepujaco:

1. Przeszukujemy biezacy wierzchotek. Vj - WIERZCHOLEK KONCOWY
2. Zaznaczamy biezacy wierzchotek jako przeszukany. % 1134
3. Przechodzimy do pierwszego nie przeszukanego jeszcze E 2(1 /3|45
wierzchotka incydentnego biezgcego wierzchotka. E 3|24 |5
4. Jesli wszystkie incydentne wierzchotki zostaty juz przeszukane, g al1ls
wtedy wracamy do wierzchotka, z ktérego przeszliSmy do tego |2
wierzchotka i wykonujemy w nim punkt 3. < 5 (1

5. Konczymy przeszukiwac graf, gdy wierzchotek nie posiada poprzednika, z ktorego weszliSmy.
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PRZECHODZENIE PO GRAFIE ALGORYTMEM DFS

1. Rozpoczynamy przeszukiwanie grafu od wierzchotka nr 1.

2. Przechodzimy do pierwszego jego incydentnego i jeszcze
nie odwiedzonego wierzchotka, czyli do wierzchotka nr 3.

3. Z wierzchotka nr 3. przechodzimy do jego pierwszego
incydentnego, nie odwiedzonego wierzchotka nr 2.

4. Przeszukujac liste incydentnych wierzchotkow wierzchotka nr 2,
pomijamy wierzchotek nr 1 i nr 3, gdyz one byly juz odwiedzone,
znajdujac wierzchotek nr 4 jako pierwszy jeszcze nieodwiedzony.

5. W wierzchotku nr 4 na liscie incydencji pomijamy odwiedzony
wczesniej wierzchotek nr 1 i dochodzimy do nieodwiedzonego
jeszcze wierzchotka nr 5 i przechodzimy do niego.

6. Na liscie incydencji w wierzchotku nr 5 nie znajduje sie juz
zaden jeszcze nieodwiedzony wierzchotek, wiec wycofujemy sie.

7. Podobnie postepujemy w wierzchotkach nr 4, 2, 3, 1, gdzie
tez nie znajdujemy juz zadnego nieodwiedzonego wierzchotka.

8. Konczymy przeszukiwanie grafu.

Vj - WIERZCHOLEK KONCOWY Vj - WIERZCHOLEK KONCOWY Vj - WIERZCHOLEK KONCOWY Vj - WIERZCHOLEK KONCOWY Vj - WIERZCHOLEK KONCOWY

Vi - WIERZCHOLEK STARTOWY

Vi - WIERZCHOLEK STARTOW Y

Vi - WIERZCHOLEK STARTOW'

Vi - WIERZCHOLEK STARTOW Y
()]
Vi - WIERZCHOLEK STARTOW'
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PRZECHODZENIE PO GRAFIE ALGORYTMEM BFS 3

Przejscie grafu algorytmem BFS wykonujemy nastepujaco:
1. Tworzymy pustq kolejke przeszukiwanych wierzchotkéw.

2. Dodajemy do kolejki wierzchotek, od ktdrego rozpoczynamy
przeszukiwanie grafu, i zaznaczamy go jako uwzgledniony
w przeszukiwaniu (odwiedzony).

3. Sciagamy z kolejki pierwszy wierzchotek i go przeszukujemy.

4. Do kolejki przeszukiwanych wierzchotkdw wpisujemy wszystkie
jego incydentne wierzchotki, ktdre nie zostaty dotad jeszcze
przeszukane i zaznaczamy je jako uwzglednione w przeszukiwaniu.

5. Przechodzimy do punktu 3.
6. Konczymy przeszukiwac graf, gdy kolejka zostanie oprézniona.

llos¢ potencjalnie dodawanych elementow do kolejki moze jest O(N),

a wiec algorytm BFS jest obarczony liniowg ztozonoscig pamieciows.
Zwykle dodawanych jest mniej elementow do kolejki, lecz w przypadku
grafu petnego, zostanie dodanych N-1 elementow (s3siaddow).

Vj - WIERZCHOLEK KONCOWY Vj - WIERZCHOLEK KONCOWY Vj - WIERZCHOLEK KONCOWY Vj - WIERZCHOLEK KONCOWY Vj - WIERZCHOLEK KONCOWY
E E E E E
E £ E . £ E
wn w v w w
e a2 o b4 a2
i w w w w
3 . 3 . 3 3 . 3
= = - = =z
o o o o o
2 B 2 & B
o & & & =
= = S = =
El = El = =
[Ke] 2|4 [kl 4]2]5] [Ki| 2 | 5| 3
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ZNAJDYWANIE DROGI W LABIRYNCIE

-
\

Zatéimy, ze mamy okreslony dowolny labirynt jako macierz, w ktorej kazde pole jest wierzchotkiem
grafu. Wierzchotki sg ze soba potaczone, jesli istnieje bezposrednie przejscie pomiedzy nimi. Oznacza
to, iz wierzchotki reprezentujace sciany beda wierzchotkami izolowanymi. Najkrotszg droge w grafie
mozemy znalez¢ algorytmem BFS, ktdory bedzie przechodzit od startu (korzenia drzewa BFS) do mety
szukajac przejscia na najwyiszym poziomie w drzewie przeszukiwan, co zapewni znalezienie najkrotszej
Sciezki w grafie. Do zaznaczenia odwiedzonych wierzchotkdw oraz drogi w wierzchotkach zapisuje sie
informacje, skad algorytm dotart do danego wierzchotka (L - z lewa, P — z prawa, G — z géry, D — z dotu).
Przykiad demonstruje typowe przeksztatcenie zadania na problem grafowy i szukanie rozwigzania

z wykorzystaniem teorii grafow.
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ZAGADNIENIA GRAFOWE 3

Mozna badac roine ciekawe i potrzebne wtasciwosci grafow:

* Spadjnosc (umotzliwiajgca znalezienie drogi w grafie pomiedzy wierzchotkami)
* Znajdywanie spdjnych podgrafow

* Znajdywanie silnie spdjnych podgrafow

* Znajdywanie drzew rozpinajacych

» Znajdywanie mostow (krawedazi) i punktow artykulacji (wierzchotkow), ktdrych usuniecie
spowoduje zwiekszenie liczby spojnych podgrafow w grafie.

Graf/Podgraf nazywamy spéjnym (connected), gdy dla kazdych dwadch wierzchotkéw istnieje
sciezka, ktora je ze soba taczy (nie koniecznie dwustronnie — w przypadku grafu/podgrafu
skierowanego). Graf/Podgraf jest niespdjny w przeciwnym wypadku.

Graf/Podgraf nazywamy silnie spéjnym (strongly connected), gdy istnieja sciezki pomiedzy
kazdymi dwoma wierzchotkami tego grafu/podgrafu, czyli moina z kazdego wierzchotka przejsé
do kazdego innego.

Drzewo rozpinajace (spanning tree) to drzewo zawierajgce wszystkie wierzchotki grafu

i czesS¢ jego krawedzi. Wezty w takim drzewie potaczone s3 istniejagcymi krawedziami grafu.
Moze istnie¢ wiele réznych drzew rozpinajacych dla danego grafu. Drzewa te mozemy znalez¢
np. wczesniej omowionymi algorytmami DFS lub BFS.

Mostem (bridge) w grafie nazywamy kazda krawedz, ktorej usuniecia spowoduje zwiekszenie
liczby spdjnych podgrafow.

Punktem artykulacji (articulation point / cut vertex) jest kazdy wierzchotek w grafie,

ktorego usuniecie spowoduje zwiekszenie liczby spdjnych podgrafow.
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GRAFY DWUDZIELNE 3

Dowolny nieskierowany, spojny graf nazywamy dwudzielnym (bigraph, bipartiteness),
jesli jego wierzchotki mozemy podzieli¢ na dwa roztgczne zbiory w taki sposadb,

iz wierzchotki s3 potaczone tylko pomiedzy wierzchotkami tych zbiorow,

natomiast nie istniejg potaczenia pomiedzy wierzchotkami wewnatrz tych zbioréw.

Jesli krawedz grafu dwudzielnego taczy ze soba O
wierzchotki z dwach roznych zbiordw,

wtedy graf bedzie dwudzielny, jesli uda nam sie

pokolorowac (poetykietowac) wszystkie jego

wierzchotki dwoma kolorami tak, aby zaden

z jego sasiadow nie byt tego samego koloru,

co wierzchotek, ktdrego sgsiedztwo rozwazamy.

Szukanie grafu dwudzielnego polega na przechodzeniu
po grafie algorytmem BFS lub DFS i naprzemiennym
kolorowaniu kolejnych wierzchotkdw. Jesli na drodze
napotkamy na pokolorowany juz wezet tym samym
kolorem, tzn. ze graf nie jest dwudzielny.

Jesli natomiast uda nam sie w taki sposdb
pokolorowac caty graf, wtedy graf jest dwudzielny.

Przyktad i algorytm moina znalei¢:
http://eduinf.waw.pl/inf/alg/001 search/0131.php G
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PROBLEM KOJARZENIA MALZENSTW g

Zagadnienie kojarzenia matzenstw polega na dobraniu w pary n panien i n kawalerow,
przy czym kazda panien jest skionna zaakceptowac tylko jednego z k < n kawalerdéw.

Jest to typowy przykiad zagadnienia grafowego, ktdre mozemy rozwigza¢ przy pomocy
grafu dwudzielnego, gdyz wierzchotki jednego zbioru reprezentujg kawalerdw, drugiego
zbioru panny, a krawedzie okreslaja preferencje panien.

Graf jest dwudzielny przy zatozeniu zwigzkdow heteroseksualnych,
czyli zadne dwie panny ani dwoch kawalerdéw nie taczy sie ze soba.

Jesli kazdy podzbior k panien akceptuje co najmniej k kawaleréw, wtedy problem jest
zawsze rozwigzywalny (twierdzenie Philipa Halla). Rozwazamy Sciezki alternatywne.

(> >
',‘
S

Przyktad i algorytm mozna znalei¢:
http://eduinf.waw.pl/inf/alg/001 search/0131a.php
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CYKLICZNOSC GRAFOW

Cykl jest sciezka zamknietg prowadzacqy przez wierzchotki grafu w taki sposdb, iz rozpoczyna sie
i konczy w tym samym wierzchotku.

Cykle nie musza przechodzi¢ po wszystkich wierzchotkach grafu, aczkolwiek czesto takie cykle
rozwazamy (np. cykl Hamiltona, cykl Eulera).

W celu sprawdzenia, czy graf zawiera jakis cykl, wystarczy przejs¢ po nim algorytmem DFS
i jesli natrafimy na wierzchotek wczesniej odwiedzony, tzn. ze graf jest cykliczny.
Jesli nie znajdziemy wczesniej odwiedzonego wierzchotka, wtedy graf jest acykliczny.

Przyktadami grafow acyklicznych s drzewa i lasy.

Chcac wyznaczy¢ cykl w grafie, kolejno przechodzone wierzchotki nalezy zapisywac na stosie.
Jesli znajdziemy odwiedzony juz wierzchotek, wtedy rozbierajac stos wyznaczymy cykl
rozpoczynajacy sie i konczacy w tym wierzchotku.

Cykl Eulera jest sciezkg zamknieta (cyklem), ktdra przechodzi doktadnie jeden raz
przez kazdg krawedz grafu, tzn. konczy sie w wierzchotku, w ktérym sie rozpoczeta.

Cykl Hamiltona jest sciezka zamknieta (cyklem), ktora przechodzi doktadnie jeden raz
przez kazdy wierzchotek grafu, tzn. konczy sie w wierzchotku, w ktorym sie rozpoczeta.

Scieika Eulera jest $cieika, ktora przechodzi doktadnie jeden raz przez kazda krawedz grafu.

-
\

Sciezka Hamiltona jest $ciezka, ktéra przechodzi doktadnie jeden raz przez kazdy wierzchotek grafu.

Przyktady i algorytmy mozna znalei¢:

Cykle: http://eduinf.waw.pl/inf/alg/001 search/0132.php, http://eduinf.waw.pl/inf/alg/001 search/0133.php

Cykl Eulera: http://eduinf.waw.pl/inf/alg/001 search/0135.php
Cykl Hamiltona: http://eduinf.waw.pl/inf/alg/001 search/0136.php
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ALGORYTMY NAJKROTSZEJ SCIEZKI W GRAFIE WAZONYM
DIJKSTRY, BELLMANA-FORDA, FLOYDA-WARSHALLA, A* \

Szukanie najkrdtszej sciezki w grafie wazonym prowadzacej od wybranego wierzchotka
do wskazanego lub wszystkich pozostatych jest jednym z podstawowych zagadnien

w teorii grafdw, majacych wiele praktycznych zastosowan, np. w nawigacji satelitarnej,
przesytania wiadomosci przez sie¢ routerdow, w sieciach telekomunikacyjnych,
wyznaczanie potaczen samolotowych o najnizszym koszcie lub czasie przelotu itd.

Jak dotrze¢ z wierzchotka S do wierzchotka C przy najmniejszym koszcie wyznaczonym
przez wagi potaczen pomiedzy wierzchotkami grafu?
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ALGORYTM DIJKSTRY ¢

\

W algorytmie Dijkstry kazdy wierzchotek posiada ceche odlegtosci statg lub tymczasowa, okreslajaca najkrotsza

(w sensie sumy dodatnich wag) sciezke prowadzaca od wierzchotka poczatkowego S do wierzchotka koricowego (celu) C.
Na poczatku cechy wszystkich wierzchotkdw poza startowym sa tymczasowe o wartosci +0, natomiast wierzchotek
startowy ma ceche statg o wartosci 0. W kazdym kroku algorytmu wybieramy wierzchotek u o najmniejszej wartosci
tymczasowej, przechodzimy po wychodzacych z niego krawedziach

i jesli droga dojscia do tego wierzchotka dist(u) plus wartos¢ krawedzi dist(u,v) jest mniejsza od wartosci tymczasowej
tego wierzchotka dist(v), wtedy aktualizujemy ta wartos¢ oraz poprzednika Succ(v)=u tego wierzchotka.

Gdy wierzchotek docelowy C przyjmie wartosc¢ staty, wtedy
mozemy przerwac algorytm i odczytac wstecz droge dojscia
do tego wierzchotka od wierzchotka startowego S:

Przykiady i algorytmy mozna znalez¢ na:
http://eduinf.waw.pl/inf/alg/001 search/0138.php
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ALGORYTM FLEURY’EGO E

Algorytm 3 Fleury’ego szukania Sciezki Eulera w grafie spojnym G = (V, E).
1. P=0,H=G

2. | := liczba wierzchotkéw stopnia nieparzystego w grafie

3. jesli [l = 2 to v := dowolny wierzchotek grafu stopnia nieparzystego
w przeciwnym przypadku jesli / = 0 to v := dowolny wierzchotek grafu
w przeciwnym przypadku KONIEC (nie ma Sciezki)

wybierz krawedz ¢ € H incydentng z v, nie bedaca (o ile to mozliwe) mostem w H
dodaj do Sciezki I° wierzchotek v i krawedz e

v = drugi koniec krawedzi e

usun e z grafu H

jesli H # () idz do 4

9. dodaj do Sciezki PP wierzchotek v

SR TN eh: e

Aby sprawdzié, czy dana krawedZ jest mostem mozna postuzyé sie algorytmem Floyda-
Warshalla szukania wszystkich drog w grafie.
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ALGORYTM BELLMANA-FORDA 2

Algorytm Bellmana-Forda ma zastosowanie wtedy, gdy niektdre krawedzie w grafie posiadaja krawedzie o wagach
ujemnych, jednak nie wystepuje ujemny cykl (negative cycle), ktory by spowodowat mozliwos¢ dowolnego skrécenia
kazdej sciezki w grafie, ktdra moze przejs¢ przez ten cykl. Algorytm ten dokonuje n-1 obiegow wszystkich wierzchotkéw
u o drodze dist(u)<e celem tzw. relaksacji krawedzi powodujac wyznaczenie dla kazdego incydentnego wierzchotka v

i faczacej ich krawedzi u-v drogi krétszej, jesli dist(v) > dist(u) + dist(u-v). Wtedy rowniez dla wierzchotka v zaznaczamy,
iz jego poprzednikiem jest wierzchotek u. Jesli w ktéryms z cykli nie doszto do zadnej aktualizacji drogi, konczymy
algorytm. Jesli aktualizacji trwaty przez n-1 cykli, wtedy nalezy wykonac¢ jeszcze n-ty obieg, w ktérym sprawdzamy, czy
nie dojdzie do kolejnej aktualizacji najkrotszej drogi ktoregos z wierzchotkdw, co oznacza, iz graf zawiera cykl ujemny.

Dist(u): | O
Succfu): (-1 O

Dist(u): | O 0|4 )-3 Distu): | O
264 Sucefu) (-1 0|1 (2|2]|3 | 4 Succfu): (-1 | 0| 1

Dist(u): | 0 | -
4 Succfu): (‘1| 0| 1| 2(2]|3

W powyizszym przykiadzie kolejny obieg nie wniesie juz zadnych zmian, wiec zakonczy pozytywnie dziatanie algorytmu.

Moina wiec teraz wyznaczy¢ najkrotsza droge od wierzchotka 0

do kazdego innego, np. wierzchotka nr 5: g Z
Przykiady i algorytmy mozna znalez¢ na: 2 16 a

http://eduinf.waw.pl/inf/alg/001 search/0138a.php
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ALGORYTM FLOYDA-WARSHALLA

Algorytm Floyda-Warshalla umoiliwia okreslenie najkrotszej sciezki
pomiedzy wszystkimi parami wierzchotkow w grafie wazonym
mogacym zawiera¢ ujemne wagi, lecz nie ujemne cykle.
Algorytm zaktada, iz jesli droga posrednia przez jakis
wierzchotek jest krétsza, wtedy naleiy nig zastapic ta
wczesniej wyznaczong lub ew. jej brak (waga = «),

jesli nie istnieje krawedz bezposrednio t3czaca wierzchotki:

dist(u,v) > dist(u,k) + dist(k>

dist(u,k) "’x‘.dist(u,v) dist(u,k) "’u,’dist(u,v) = dist(u,k) + dist(k,v)
dist(k,v) dist(k,v) Sty I R I B
0 o 2 o | 8 7 oo | ao
1| o|0|3|1|5| x|
. . s s . 2 |o|®| 0]|B3]|-2/9]4
Algorytm tworzy macierz N x N, gdzie N to ilos¢ wierzchotkéw grafu, 1 - T o T w0 2 | 5 | «
inicjuje jg wartosciami wag krawedzi albo plus nieskonczonosciy, 4 | | ©| | ©| 0| | 3
jesli krawedz nie istnieje, zas na gtdwnej przekatnej umieszczazera, | 5 | 9 | |2 | | = | 0 | 4
wskazujace zerowy koszt przejscia wierzchotka do samego siebie. 6 || 8 | ®|xo| | 8|0

Algorytm Floyda-Warshalla nastepnie wykonuje kolejne iteracje po wierzchotkach posrednich k oraz

72 o 7 e

Jesli dist(u,v) > dist(u,k) + dist(k,v) dochodzi do podstawienia wartosci: dist(u,v) = dist(u,k) + dist(k,v).

Algorytm wymaga zastosowania trzech petli obliczeniowych, gdyz musi wykonac przejs¢ po wszystkich
parach wierzchotkow (NxN) oraz wszystkich mozliwych wierzchotkach posrednich.

Przykiady i algorytmy mozna znalez¢ na: http://eduinf.waw.pl/inf/alg/001 search/0138b.php
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ALGORYTM FLOYDA-WARSHALLA 3

Algorytm 1 Floyda- Warshalla: szukania najkrotszej drogi pomiedzy wszystkimi pa-
rami wierzcholkow w grafie wazonym G = (V, E, w).

dla wszystkich wierzchotkow ., v £ V' wykonuj
jesli e = {u, v} jest krawedzia w G to
dl = w(e)
Py =
w przeciwnym przypadku
d; = g
pl = "niezde finiowane”

dla kazdego wierzchotka = € | wykonuj
dla kazdego wierzchotka u € V" wykonuj
dla kazdego wierzchotka v £ |V wykonuj
jezeli d}, > di + d¥ to
dl = d} + d
Pu = Pu

Po zakonczeniu dzialania algorytmu wartosc pl okresla kolejny wierzchotek na minimal-
nej Sciezee z w do v. Istnieje nieznaczne uproszezenie tego algorytmu, (tzw. algorytm
Bellmana-Forda), ktore znajduje najkrotszqg droge pomiedzy tylko jedng parg wierz-
cholkéw, ale zloionosé obu algorytméw jest tego samego rzedu O(|V|?).
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ALGORYTMY A* g

Nawigacje satelitarne nie uzywajg zwykle algorytmu Dijkstry, gdyz trwatoby to za dtugo!

Algorytm A* SEARCH stosowny w GPSach oraz maps.google.pl do wyznaczania najkrétszej
drogi w grafie pomiedzy dwoma jego wierzchotkami S i C.

Algorytm A* minimalizuje funkcje kosztu: f = g + h
g — to faktycznie przebyta odlegtos¢ od wierzchotka poczatkowego P do aktualnego w grafie

h — to szacowana optymistyczna, nie wieksza niz rzeczywista odlegtos¢ od aktualnego
wierzchotka w grafie do wierzchotka celu C

»
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ALGORYTM A*
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FAKT: Najczesciej dane przechowujemy w tablicach i tabelach (bazodanowych).

TABELE i TABLICE kontra GRAFY!

PYTANIE: Dlaczego?
MOZLIWE ODPOWIEDZI | MITY:

>
>
>

YV VY

»

Dlaczego biologiczne systemu uzywajq grafowych neuronowych struktur

Poniewaz to proste i intuicyjne.
Tak nas nauczono w szkole / na studiach.

Dzieki bezposredniemu adresowaniu
poszczegolnych komoarek pamieci
mamy btyskawiczny (w czasie statym)
dostep do poszczegdlnych danych
w przechowywanych w tabelach.

-
S ’

ATTRIBUTES

SAMPLE | SEPAL | SEPAL | PETAL | PETAL | CLASS

OBJECTS | LENGTH | WIDTH | LENGTH | WIDTH | LABEL
01 5.4 3.0 4.5 1.5 |Versicolor
02 6.3 33 4.7 1.6 |Versicolor
03 6.0 2.7 5.1 1.6 |Versicolor
04 6.7 3.0 5.0 1.7 |Versicolor
05 6.0 2.2 5.0 1.5 Virginica
06 5.9 3.2 4.8 1.8 |Versicolor
07 6.0 3.0 4.8 1.8 Virginica
08 5.7 2.5 5.0 2.0 Virginica
09 6.5 3.2 5.1 2.0 Virginica

W tabelach wszystko widzimy lub mozemy tatwo wyszukac.

Tabele mozemy przechowac przy pomocy tablic w pamieci RAM, ktdra ma strukture
tablicy bajtow, oraz na dysku, ktory ma strukture powigzanych sekwencyjnie
blokow, ktore tez sg tablicami, wiec najlepiej sie nadaja do ich przechowywania!

(Prawie) wszyscy tak robia (zasada owczego pedu).
ZDERZENIE Z FAKTAMI Z BIOLOGII: Dlaczego w naszym maozgu nie ma tabel?

do przechowywania danych, informacji i wiedzy a nie tabel czy tablic?
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PRAWDZIWE OBLICZE TABEL I TABLIC 3

TABELE | TABLICE:

»

Y VY

Tak, s3 bardzo proste dlatego uniemozliwiajg efektywna reprezentacje bogactwa
relacji pomiedzy danymi, np. relacji wertykalnych, tj. minima, maksima, sgsiedztwa,
podobienstwa, duplikacji, Srednich, median, sum...!

Nie mozna rdwnoczes$nie posortowac wartosci wszystkich atrybutow tabel i tablic.
Intuicyjne?! Kto z Panstwa chce sie nauczy¢ na pamiec kilku tabelek danych

na egzamin ze Wstepu do informatyki? ATTRIBUTES ){4’
SAM SEPAL SEPAL PETAL PETAL SS
Tak’ dostep jest SZkai, gdyi pamchi OBJECTS ['B&ENGTH | WIDTH | LENGTH | WIDTH#” LABEL
. . o1 5. 3.0 4.5 _g#5  |versicolor
komputerowe projektowano w oparciu 02 6.3 3 4.7 _# 16 |Versicolor
o tablice, ALE juz bardzo powszechne I IED o BT
operacje wstawiania czy usuwania Z 6.0 ,z:‘-{ ig\ 15 | Virginica
. . . ersicolor
z posortowanych tablic/tabel danych 07 ,(o/ 3.0 4.8 \:ﬁ\\varganaca
. lini I 08 _~ 5.7 2.5 5.0 2.0 | Virsipica
wymagajq sporo (liniowego) czasu! 8 | 65 | 32 | 51 | 20 [viginea

W tabelach praktycznie nic nie widzimy, co ﬁajwyiej definicje poszczegdlinych
obiektow/rekordéw/encji zdefiniowanych za posrednictwem wartosci zbioru
atrybutow, NATOMIAST cata reszte czesto pozadanych relacji MUSIMY SZUKAC!

Szukanie w tablicach to wykonywanie réznych (czasami zagniezdzonych) petli
i ewaluacja roznych warunkdw, a to kosztuje cenny czas obliczen i niepotrzebnie
zwieksza ztozonos$¢ obliczeniowg algorytmow operujacych na tablicach i tabelach.

Polak jest przekorny. Zrébmy inaczej, madrzej... wzorujmy sie na naszym maozgu!
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POROWNANIE SZYBKOSCI I EFEKTYWNOSCI &
Poréwnajmy szybkos¢ dziatania algorytmu K Najblizszych Sasiadow, |
stosowanego do klasyfikacji obiektow, operujacego na tabelach oraz grafach AGDS:

klas (grup, rodzajow) jego k najblizszych sasiadow.

» Operujac na tabeli znanych obiektéw, musimy je w petli wszystkie przejrzeé
i obliczy¢ odlegtosé (np. Euklidesa) klasyfikowanego obiektu do nich, gdyz tabela
nie udostepnia nam wiedzy o sgsiedztwie (relacji), wiec musimy szukac w petli!


http://home.agh.edu.pl/~horzyk/index.php

GRAFY AGDS JAKO MODEL PRZESTRZENI &
Jesli wykorzystamy asocjacyjng grafowa strukture danych AGDS, wtedy: |

» Grafowa uporzadkowana organizacja obiektow wzgledem ich potoienia
w dowolnej N-wymiarowej przestrzeni pozwoli nam na szybkie odnalezienie
najblizszych s3siadéw niezaleznie od wielkosci zbioru przechowujacego obiekty!

» W AGDSach przeszukujemy tylko sasiednie obiekty w przestrzeni:
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ASOCJACYJNE GRAFOWE STRUKTURY DANYCH 3

W podstawowej wersji Asocjacyjne Grafowe Struktury Danych AGDS sktadaj3 sie z:

» weztow reprezentujacych zagregowane, policzone i posortowane wartosci
poszczegolnych atrybutow obiektow (rekorddw, encji),

» weztdw reprezentujacych zagregowane i policzone (jesli w zbiorze danych
wystepuja duplikaty obiektow) obiekty (rekordy, encje).

(ENGTH Atrybuty
Posortowanel! 7=
i ) AN
1 1 1 1 2 1
6.7 2.2 2.5 2.7 3?0 3.2 3.3
| Obiekty
=
% o1 02 03 O4 05 06 o7 o8 09
g
1 1 2 3 2 2 2 1 2 2 E 4
[ 4.5 4. 4.8 5.0 5.1 1.5 1. 1.7 H 1.8 2.0 [Versicolor [Virginica

Posortowane!

PETAL
LENGTH



http://home.agh.edu.pl/~horzyk/index.php
http://home.agh.edu.pl/~horzyk/lectures/miw/MIW-AsocjacyjneGrafyNeuronowe.pdf

TRANSFORMACJA TABEL DO GRAFOW AGDS 3

Chcac uzyskaé wyizszg efektywnos¢ obliczen na rzeczywistych danych, mozemy dokona¢
asocjacyjnej transformacji tabel lub tablic do grafowej

struktury danych AGDS, ktdra umozliwia taka ich SUM = Z KEY - COUNTER
reprezentacje, iz minima, maksima, wartosci sgsiednie PLEMENTS
i obiekty podobne beda dostepne w czasie statym,

a wyznaczenie niektdrych relacji wertykalnych,

tj. sumy, srednie czy mediany, bedzie szybsze niz dla
tablic w przypadku, gdy dane zawieraja duplikaty:

- w -
Y -~
.\ 3 2\ SEPAL SEPAL
S - LENGTH ﬁ G DS WIDTH

COUNT:Z COUNTER
ELEMENTS

AVERAGE = SUM /COUNT

sal (57 selHeolHesHesHe7) (Z2HzsHzHEdHE2HES

ATTRIBUTES

SAMPLE | SEPAL | SEPAL | PETAL | PETAL | CLASS

OBJECTS | LENGTH | WIDTH | LENGTH | WIDTH | LABEL
01 5.4 3.0 4.5 15 |Versicolor
02 6.3 33 4.7 16 |Versicolor
03 6.0 2.7 5.1 1.6 |Versicolor
04 6.7 3.0 5.0 1.7 |Versicolor
05 6.0 22 5.0 15 | Virginica

07 6.0 3.0 4.8 1.8 | Virginica
PETAL PETAL
LENGTH WIDTH "

01 02 03 04 05 06 07 08 09

ATTRIBUTES

08 5.7 2.5 5.0 2.0 | Virginica
09 6.5 3.2 5.1 2.0 | Virginica
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POROWNANIE WYNIKOW KNN dla TABEL i AGDS 9‘

Ponizsza tabela prezentuje porownanie wynikow klasyfikacji metoda
K Najblizszych Sgsiadow operujaca na roznych zbiorach danych
przechowywanych w tabeli oraz w grafach AGDS. Dla tabel czas

obliczen rosnie wraz z iloscig danych, zas dla grafow jest prawie staty:

Dataset Number  Number kNN kKNN+AGDS JkNN+AGDS

of of classification classification | construction

instances  attributes | time [ms] time [ms] time [ms]

Iris 150 4 0.10 0.08 ]
Banknote 1372 4 0.29 0.09 5
HTRU2 17898 8 3.14 0.09 134
Shuttle 43500 9 7.67 1.06 278
Credit Card 30000 23 8.69 1.07 499
Skin 245057 3 26.87 1.10 683
Drive 58509 48 46.15 1.24 2224

HEPMASS 1048576 28 362.32 1.41 31214
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SORTOWANIE TOPOLOGICZNE GRAFOW g

Sortowanie topologiczne (topological sort) polega na utworzeniu listy wierzchotkow
grafu skierowanego acyklicznego (directed acyclic graph) utozonych w taki sposob,
aby kazdy wierzchotek znalazt sie w liscie przed swoimi sgsiadami.

Przyktady i algorytmy moina znalei¢: http://eduinf.waw.pl/inf/alg/001 search/0137.php

Inne ciekawe, klasyczne i zalecane do przestudiowania zagadnienia z teorii grafow:

1.
2.
3.

Problem chinskiego listonosza: http://eduinf.waw.pl/inf/alg/001 search/0139.php

Problem komiwojazera: http://eduinf.waw.pl/inf/alg/001 search/0140.php

Algorytm Kruskala tworzenia minimalnego drzewa rozpinajacego nad grafem:
http://eduinf.waw.pl/inf/alg/001 search/0141.php

Problem optymalnego kolorowania grafu:
http://eduinf.waw.pl/inf/alg/001 search/0142.php
Znajdowanie podgrafow petnych (klik) w grafie:
http://eduinf.waw.pl/inf/alg/001 search/0143.php
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