Zestaw 13: Calki krzywoliniowe skierowane

Zad 1) Oblicz catke krzywoliniowy skierowana [(z + y)*dx — (2% + y*)dy,
K

gdzie K jest brzegiem AABC (zorientowanego ABCA), gdzie A = (2,5),
B=(1,1), C = (3,2).

Zad 2) Oblicz calke [ 322y — 3ydr + (2* + y3)dy, gdzie C jest brzegiem
C
okregu O((2,0),2) skierowanego ujemnie.

Zad 3) Za pomoca caltki krzywoliniowej (i tw. Greena), wyprowadz wzor
na pole powierzchni kota o promieniu R.

Zad 4) Oblicz [ %, gdzie C': z(t) = acost, y(t) = asint, t € [0, 7].
e}

Zad 5) Oblicz caltke krzywoliniowa po rombie [ ‘dml:[‘dy, gdzie A = (1,0),
ABCDA 111l
B=(0,1),C =(-1,0), D= (0,-1).

Zad 6) Dane jest pole wektorowe ptaskie T = (P,Q), gdzie
P=(@+y+1e"—¢e", Q=" —(x+y+1)e"
Oblicz [ Pdx + Qdy, gdzie K jest tukiem krzywej o rownaniu
K
({L‘2 +y2)2 — {L'2 _ y2

o poczatku lezacym na osi odcietych, koncu (0,0), i ktory jest zawarty w I
¢wiartce uktadu wspotrzednych.

Zad T7) Wykaz, ze catka

/ (x + 2y)dzx + ydy
(z +y)?



nie zalezy od drogi catkowania K, jezeli K jest krzywa gtadka o poczatku A
i koicu B lezaca w poétptaszezyznie {(z,y)|x +y > 0}. Oblicz te caltke dla
A(5,0) i B(2,3).

Zad 8) Czy pole wektorowe

F=( i )

xT
14yt 422 1+ y? 4 22

jest potencjalne? Oblicz prace sity ia przy przemieszczeniu masy jednostko-
wej wzdhuz krzywej

x = arccos t, y = arcsin t, z = 4arctg t, (0 <t <1).

Zad 9) Oblicz catke
/@”+ﬂMy+vﬂ+y%Mx+QM¢+W+4x+2wM%
r

gdzie T jest okregiem o $rodku w punkcie (2,1) i promieniu 3, skierowanym
zgodnie ze wskazéwkami zegara.

Zad 10) Uzasadnij, ze pole wektorowe

1 T T z T
Fe(-1—-+2242 4 Y -
( y 2z y? 224y 2242 z2)

w pierwszym oktancie (z > 0, y > 0, z > 0) jest potencjalne, a nastepnie
oblicz prace sity F' przy przemieszczaniu masy jednostkowej wzdtuz odcinka

x(t) =t
I:< y(t)=et te[lel]
z(t) = et

Zad 11) Oblicz catke

2x(1 — eY) 5
i Sl y
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d
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gdzie K jest krzywa o parametryzacji x(t) = arctg £, y(t) = t>—4t*, t € [0, 4].

Zad 12) Niech C oznacza okrag o srodku (0,0) i promieniu R = 2 skie-
rowany ,zgodnie ze wskazéwkami zegara”. Oblicz

/ ydz + (z + 2°y*)dy,
K

gdzie K jest suma $rednicy okregu C od punktu A = (—v/2, —v/2) do punktu
B = (v/2,v/2) oraz ,dolnej” polowy okregu C' od punktu B do A.

Zad 13) Oblicz catke krzywoliniows, [ (1—, +2)do+(%+5)dy—(F +22)dz,
gdzie K jest tukiem o parametryzacji

x(t) = sin® ¢ .
y(t) =mt+cos®t  t €0, 5]
z(t) =2 —sin bt

Zad 14) Oblicz calke krzywoliniows [, 2zydr + (22 — 2yz)dy + (42 — y?)dz,
gdzie K jest krzywa o parametryzacji

x(t) = exp(sin7t)
y(t) = arctg t €0,1].
z(t) =3t +1

Zad 15) Uzasadnij, ze pole wektorowe F' = (x + zziyz Y — mziyz) jest polem
potencjalnym w obszarze D = {(z,y) € R? : z + y > 0}, znajdZ potencjal

tego pola, a nastepnie oblicz f((l\f;’g) (z + Zipz)de + (v — =12)dy.

Zad 16) Oblicz [p4zevdx + 222(e? — 1)dy, gdzie krzywa T, bedaca brze-
giem obszaru ograniczonego krzywymi y = 22, y = 1, z = 0, jest skierowana
zgodnie z ruchem wskazéwek zegara.



