ALGEBRA - Zestaw 2: Relacje

Zad 1) Dane sa relacje R = (N, grR,N), S = (N, grS, N), gdzie:

grR ={(1,1),(1,2),(3,2),(3,4),(3,7),(2,9), (5,3)},

grs ={(1,2),(1,7),(2,5),(2,4),(7,9), (4,10)}.
Znajdz dziedziny i przeciwdziedziny tych relacji. Utworz relacje Ro S, So R,
ST RN STlo R (SoR)™, ST'oR. Sprawdz, ze ST'o R = (Ro S)™!

Zad 2) Udowodnij, ze dla dowolnej relacji R zachodzi implikacja:
grR™' C grR = grR™! = grR.

Zad 3) Wykaz, ze dla relacji zwrotnej R, réwnos¢ R o R = R jest réw-
nowazna ,przechodnosci” relacji R.

Zad 4) Wykaz, ze dla zbioru X z relacja R:

R jest relacja réwnowaznosdci < R™! jest relacja réwnowaznogci.

Zad 5) Wykaz, ze jezeli relacja R okreslona w zbiorze X jest zwrotna i
przechodnia, to R N R~! okresla relacje réwnowaznosci.

Zad 6) W zbiorze N? dana jest relacja R = (N?, grR, N?) taka, ze (a,b)R(c, d) <
a+d = b+c. Wykaz, ze R jest relacja rownowaznosci i znajdz zbidr ilorazowy.

Zad T) Niech k € N,. W zbiorze Z wprowadzamy relacje m = n(mod k) <
k|(m —n). Wykaz, ze relacja ta jest rownowaznoscia. Zbiér ilorazowy tej re-
lacji bedziemy oznaczaé przez Z/k. Przyjmujac k = 7 podaj:

a) [2], [5], [-5] (klasy rownowaznosci);

b) Z/7.

Zad 8) Niech p bedzie elementem zbioru X. W zbiorze 2% podzbioréw zbioru
X okredlamy relacje R = (2%, grR, 2%):

grR = {(A,B)€2¥ x2%: (A=B)V(p¢ AUB)}
Czy R jest relacja réwnowaznosci?
Zad 9) Dane jest odwzorowanie f : R — R takie, ze f(z) = 2® — 3z + 2.
Niech S = (R, grS,R) bedzie relacja taka, ze grS = {(z,y) : f(z) = f(y)}.

a) Wykaz, ze S jest relacja rownowaznosci;
b) Niech a € R. Okresl w zaleznosci od a liczebno$¢ klasy réwnowaznosci [a].

Zad 10) Wykaz, ze jezeli R jest relacja porzadkujaca na zbiorze X, to relacja
R jest réwniez relacja porzadkujaca na zbiorze X.

Zad 11) Niech (X, <) bedzie zbiorem uporzadkowanym, A C X. Udowodnij,



ze jezeli zbiér A ma element najmniejszy (najwiekszy), to ten element jest
réwniez kresem dolnym (odp. gérnym) zbioru A.

Zad 12) Niech R = (R? grR,R?), gdzie: (z,y)R(z',y/) &z <2’ ANy <y
a) Wykaz, ze R jest relacja porzadku. Czy ten porzadek jest liniowy?

b) Znajdz zbiory minorant i majorant oraz kresy zbiorow A = {(1,2), (3,1)},
B ={(r,y): 2>+ y* < );

c) Czy zbiory A i B maja elementy najwieksze i najmniejsze oraz minimalne
i maksymalne?

Zad 13) Niech S = (R?, grS,R?), gdzie:
(1,91)S(2,92) & In(1 + 2% + y7) = In(1 + 23 + v3).
Czy tak okreglona relacja S jest porzadkiem w R??
Czy jest to relacja réwnowaznosci?

Zad 14) W zbiorze punktéw plaszczyzny R? okreslamy relacje =:

[(z1,91) 2 (22,92)] & (21 <22V (71 = 22 A Y1 < ¥2))-

Wykaz, ze < porzadkuje zbiér R%. Czy jest to porzadek totalny w R2?

Zad 15) Dany jest uporzadkowany zbiér (Q, <) oraz podzbiér A = {x :
T = % + i,n,m € N, }. Znajdz kresy zbioru A oraz element najwiekszy i
element najmniejszy (o ile istniejg). Czy zbiér A stanowi tancuch?

Zad 16) Niech X = {1,...,n} (n > 2). Rozwazmy rodzin¢ Y tych pod-
zbioréw zbioru X, ktore sg niepuste i majg co najwyzej n — 1 elementow.
Wyznacz elementy minimalne i maksymalne zbioru Y wzgledem relacji in-
kluzji. Czy Y ma element najwigkszy lub element najmniejszy?

Zad 17) Niech bedzie dany zbiér uporzadkowany (X, C), gdzie X = {[z,z+
al X [y,y+al : z,y,a € R, a > 0} oraz zbiér A = {[1,4] x [1,4];[2,5] x
2,5];[2,5] x [3,6];[2,6] x [2,6]} C X. Wyznacz (o ile istnieja) elementy naj-
mniejsze, najwicksze, minimalne, maksymalne, zbiory minorant, majorant
oraz kres dolny i gérny zbioru A wzgledem zadanego porzadku w X.



