ALGEBRA - Zestaw 3: Struktury algebraiczne

Zad 1) Sprawd? jakie wlasnoséci maja w Z nestepujace dzialania:
aob=a—b, aob=a*+b, aob=2(a+b), aob=—a—0bh.

Zad 2) W zbiorze liczb rzeczywistych okreslamy dziatanie: z oy := z + y + xy. Czy (R, o)
jest grupa? Czy jest grupa para (R~ {—1},0)7

Zad 3) W zbiorze liczb calkowitych okreslamy dzialanie: x oy := x +y + 2. Czy (Z,0)
jest grupa?

Zad 4) Ktére z nastepujacych zbioréw liczb sa grupami:

a) liczby wymierne ze wzgledu na dodawanie; ze wzgledu na mnozenie,

b) liczby niewymierne ze wzgledu na dodawanie; ze wzgledu na mnozenie,

¢) liczby zespolone o module réwnym 1 ze wzgledu na mnozenie,

d) liczby zespolone o module réwnym 1 ze wzgledu na nastepujace dziatanie: zq 0 zy = |21]|29,
e) liczby caltkowite ze wzgledu na odejmowanie.

Zad 5) Niech E, bedzie zbiorem wszystkich pierwiastkéw n-tego stopnia (w C) z jedno-
sci. Udowodnij, ze (E,,-) jest grupa.

Zad 6) Niech D bedzie zbiorem wszystkich catkowitych poteg liczby 2. Sprawdz (i uza-
sadnij) czy struktura (D, o), gdzie aob := %b, jest grupa.

Czy struktura ta bylaby grupa, gdyby D bylo zbiorem catkowitych poteg liczby ,—2” (a
dziatanie si¢ nie zmienito)?

Zad7) Niech A ozacza réznice symetryczna, tj., dla dowolnych zbioréw A i B, AAB :=
(AN B)U (B~ A). Sprawdz, czy dla dowolnie ustalonego zbioru X # ), para (2%, A) jest
grupa abelows.

Zad 8) Niech (G, %) bedzie grupa z elementem neutralnym e taka, ze: a x a = e dla kazdego
a € G. Wykaz, ze (G, *) jest grupa abelowa.

Zad 9) Czy nastepujace zbiory sa cialami ze wzgledu na dodawanie i mnozenie:
a) {a +bv/5:a,beQ};

b) liczby wymierne, ktére nie sg catkowite;

c) zbiér liczb zespolonych postaci a + ibv/2, a,b € Q.

Zad 10) W zbiorze Z/k (tj. zbiorze ilorazowym ze wzgledu na relacje przystawania mo-
dulo k) okreslamy dziatania +, - nastepujaco:

[a] + [b] = [a + 0], [a] - [b] = [a - B].
a) Sprawdz, czy (Z/12,+,-) jest pierscieniem przemiennym z jedynka ale z dzielnikami zera;
b) Wykaz, ze (Z/7,+,-) jest pierscieniem caltkowitym.

Zad 11) a) Wykaz, ze zbiér A = {x = a +bV/3 : a,b € Z} z dziataniami dodawania i
mnozenia jest pierscieniem;

b) Wykaz, ze zbiér B = {z = a + bV/3 : a,b € Q} z dziataniami dodawania i mnozenia jest
ciatem;



¢) Udowodnij, ze odwzorowanie f : z = a + bV/3 — & = a — b\/3 jest automorfizmem pier-
Scienia (A, +,-) w siebie.

Zad 12) Dla danego zbioru X # 0, definiujemy strukture (2%,A,N), gdzie ,A” ozna-
cza roznice symetryczng, a ,\” — przeciecie zbioréw. Sprawdz, czy ta struktura jest:

- pierécieniem?

- pierécieniem przemiennym?

- piescieniem z jednoscig?

- pierscieniem caltkowitym?

- cialem?

Zad 13) W zbiorze R? wprowadzamy dzialania: (x1,41) + (T2,92) = (z1 + To, Y1 + o),
(z1,91) - (22,92) = (2122 + PY1Y2, T1Y2 + T2y1). Dla jakich p € R struktura (R?, +,-) jest
cialem?

Zad 14) a) Wykaz, ze zbior A = {x = m + ni : m,n € Z} jest grupa ze wzgledu na
dodawanie;

b) Wykaz, ze zbiér B = {x = 2"3™ : m,n € Z} jest grupa ze wzgledu na mnozenie;

¢) Udowodnij, ze A i B sa izomorficzne.



