ALGEBRA - Zestaw 7: Odwzorowanie liniowe

Zad 1) Sprawdz, ktore z podanych odwzorowan sa liniowe:

a) L : Rlz] — R[z], (Lp)(x) = zp'(x) + p(1);

) L: Rlz] — Rlz], (Lp)(x) = p(x)p'(2);

) R2—>R2 L(z,y) = (32 + 2y — 1,2z — 3y);

) L C(R) — C(R), (Lf)(z) = sin f(x);

) L:C(0.1])) — C([0.1]), (Lf)() = 2f(2).

Zad 2) Dane s3 nastepujace odwzorowania f : R? — R? i g : R? — R3:
fly,z)=(—z+y+zz—y+z), gy =yzz+ty).

a) Sprawdz, ze sa to odwzorowania liniowe i podaj f(1,2,—1), g(—1,3);

b) Znajdz Kerf, Imf, Kerg, Img i podaj ich wymiary;

c) Sprecyzuj go fi fog.
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Zad 3) Podaj wymiary jader i obrazéw nastepujacych przeksztatcen lin-
iowych:

a) L:R3 > R2 L(z,y,2) = (v +y,y + 2);

b) L:R* - RY L(z,y,2) = 2x—y+z,0+2y—2z,—x+3y—22,8v+y+2);
¢) L:Rz]s — Rlz]s, (Lp)(z) = (2* + 2)p(2) + (32° — 2)p(1).

Zad 4) Odwzorowanie liniowe L : R® — R? przeprowadza wektor z =
(2,1,1) na wektor u = (4, 5) oraz wektor y = (1, —3, 2) na wektor v = (—6, 1).
Znajdz obraz wektora z = (5,6,1) wzgledem tego odwzorowania. Czy przy
tych danych mozna jednoznacznie okreslié¢ L(4,1,5)?

Zad 5) Wyznacz odwzorowanie liniowe f : R® — R? takie, ze f(1,1,0) =
(17 1)7 f(0727 _1) = (_170)7 f(la 27 _1) = (072)

Zad 6) Skonstruuj nastepujace endomorfizmy:

a) f: RY — R? taki, ze Kerf = Lin{uj,us} i Imf = Lin{vy, vy}, gdzie
w = (1,1,—1,0), us = (1,1,0,1), v; = (1,1,1,1), v = (1, 0,1,0)-

b) f: R?® — R3 taki, ze Imf = Lin{vl,vg}, gdzie v, = (1,3,2), vy = (3,—1,1);
c) L : Rlz]y — R[z]s taki, ze KerL = Lin{l —x} i ImL = Lm{l +x,1+ 2}

Zad T) Niech f : U — V bedzie odwzorowaniem liniowym, a (uq, ug, us),
(v1,v2) beda bazami przestrzeni wektorowych, odpowiednio, U, V' (nad ciatem
R). Wiedzac, ze f(u1) = 2v1, f(ug) = —va, f(ur+usg) = vi+ve i fug—us) =
3v1 — vy, wyznacz Kerf.

Zad 8) Niech f : U — V bedzie odwzorowaniem liniowym, a B bazag w
U. Udowodnij, ze: f jest injekcja < f(B) jest uktadem liniowo niezaleznym.



Zad 9) (1) Niech f : Rlz]s — R|z]y bedzie odwzorowaniem takim, ze
(f(P))(z) = =L P"(2) 4 (z + 1) P'(x), gdzie P € Rlz]s.

a) Sprawdz, ze f jest endomorfizmem w R[x]y i ze fo f = f;

b) Znajdz Kerf, Imf oraz ich bazy;

c) Wykaz, ze Rlz|s = Imf @ Kerf;

(2) Niech g : R[z]y — R3 bedzie odwzorowaniem takim, ze g(P) = (P(1), P'(1), P"(1)).

Wykaz, ze g jest izomorfizmem i znajdz g~

Zad 10) Niech VW, U beda przestrzeniami wektorowymi nad ciaem K,
niech f:V —-W,g:V — W, h: W — U bedg odwzorowaniami liniowymi,

i niech a € K. Udowodnij, ze af, f + g oraz h o f tez sa odwzorowaniami
liniowymi.



