Fizyka Techniczna, Matematyka II, Zestaw 10
Caltki wielokrotne i ich zastosowania

1. Oblicz nastepujace caltki:

2 40 /2 p2
(a) / / (222 + 3zy) dz dy, (d) / / 22y cos(xy?) dx dy,
0 —4 0 0

(b) /_11 /122xy2dxdy, (o) /11/01/23(m2+y2+22)dydzdm,
(c) /\;/Ol(ﬂfywdxd% (f) /01/_01/12xyzdxdydz.
2. Zmien kolejnosé catkowania
@ [ ( lnlyf(z,y)dx> dy,
o [ 2 ( Lﬁmww) da,
© [ 1 ( / ﬂf(fv,y)dx> ay,
(d) /01 </le (/Olzyf(x,y,z) dz) dy) dz.

3. Zmien kolejno$¢ catkowania, a nastepnie oblicz calki:

(a) /_22 (/_léw(S:c—kyz)dy) dz, (b) /02 </0_éz+1(m2 +y) dy) dz.

4. Oblicz caltke podwdjna po obszarze D ograniczonym podanymi krzywymi:

(a) //D(?J«“er)dxdy,y:—l,y:—xQ,

(b) //D(8x+y2)dxdy,y:x2—3,y+1:x,

(c) //D 4 sin(zy)dzdy, 2 =0,y = /7, y = o
(d) //Der_%dxdy,xzo,y:Ly:%,

(e) //D(af?’eryz)dxdy,y=\/9—7x?,y=ll‘|,

(f) //Dx2yda:dy, y=0,y=coszdlaxrec|[-F, Tl
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5. Oblicz caltke podwdjna po obszarze D:
(a) // (14 2 — y) dxdy, gdzie D jest tréjkatem o wierzchotkach A = (—4,0),
D
B=(0,2),C =(2,0),
(b) In 22 dz dy, gdzie D jest tréjkatem o wierzchotkach A = (1,0),
D
B =(3,0),C=(2,1),

(C) /,/D |l'y|d$dy7 gleeD:{(x’y) €R2iy§Sin%7y2 %7x>0}7

(d) // sin(zy) dz dy, gdzie D = {(z,y) eR2 :z +y < 1,y —x > —1,2 > 0},
D

(e) //Dsin(x-i-y)dxdy, gdzie D = {(z,y) € R : | + |y — T| < T},

dx dy
f ————, gdzie D jest kotem o promieniu a stycznym do osi wspot-
(f) / /D T ® ] p yezny p

rzednych lezacym w pierwszej ¢wiartce,

(2) // In(14 22 +%?) dz dy, gdzie D jest kolem o promieniu R i $rodku (0, 0).
D

6. Oblicz pole obszaru ograniczonego krzywymi:

(a) y? = 102 + 25, y?> = —6x + 9,
(b) $2+y2:2l', x2+y2:4x,y:x,y:0,
(c) 2> =ay, 22 =by, y* =ax, y> = Bz, (0<a < b,0 < a < f).

7. Oblicz przy pomocy calki pojedynczej oraz podwdjnej pole obszaru ograniczo-
nego krzywymi r = a(1 + cos @) oraz r = acos, (a > 0).

8. Oblicz pole asteroidy danej réwnaniem |z|?/3 4 |y|?/? = a?/3 wprowadzajac nowe
zmienne x = rcos® ¢, y = rsin® ¢.

9. Oblicz calke potrojna po bryle V:

(a) /// rdz dydz, gdzie V jest walcem 22 + 22 < 8,0<y <2,
v

(b) /// (2(z? 4 %) + 2) dz dy dz, gdzie V jest potkula x2 4 42 + 22 < 4 lezaca
%

w gérnej pélprzestrzeni (z > 0),

dxdyd ‘
(C) /// rdydz ,gdZieV:{(x’y,z)ER3:2§x2+y2+22§3}’
4

/IQ +y2 + 22
2
(d) /// (l;l + y2) dx dy dz, gdzie V jest bryla ograniczona powierzchniami
v
%—FyQ:l, z2=0,z=x+2y+5,
dxdyd
(e) / / / #, gdzie G jest bryla ograniczona powierzchniami z =
G \V4—1x2—y?
x? +y? oraz z = 4.
10. Oblicz objetos¢ bryty ograniczonej powierzchniami

(a) 2 +9y?=1,22=2—22 —y? oraz 2 = 0,
(b) 22 +y*> —22=0o0razy+2 —4=0,
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(c) 2% +9y? = a® oraz y? + 22 = a?,

(d) y:ﬁ,yZQﬁ,m+z:0,x:1,z:0,
2 2 2 2
(e)z:%—&—%orazz:Q— %—&—%

Oblicz mase bryly ograniczonej paraboloida 2az > z2+y? oraz sfera z2+y%+22 <
3a?, gdzie gestosé w kazdym punkcie jest dana wzorem p(x,vy,2) = (z +y + 2)%.

Oblicz mase bryty D = {(z,y,2) : 22 + y* + 2% < 9,2 < 3 — 2% — y?}, jezeli
gesto$¢ w kazdym punkcie jest rowna kwadratowi odleglosci od osi z.

Oblicz mase bryty E = {(z,y, 2) : 22+3%+2? < R% 2 > 0}, jezeli R jest ustalong
liczba dodatnia, a gestos¢ w kazdym punkcie jest rowna kwadratowi odleglosci
tego punktu od ptaszczyzny Ozxy.

Oblicz mase bryly F = {(x,9,2) : 22 + v + 22 < R% 2z > /a2 +y?}, jezeli
gesto$é w kazdym punkcie (z,y, 2) jest réwna p(z,y, 2) = |vyz2|.

Oblicz pola nastepujacych powierzchni:
(a) czedci 3z + 4y + 6z = 12 lezacej nad prostokatem o nastepujacych wierz-
chotkach (0,0),(2,0),(2,1),(0,1),

) czedci z = /22 — 32 lezacej nad tréjkatem o wierzcholkach (0,0), (5,0), (5, 3),
) czedci plaszezyzny 2244y — 2+ 10 = 0 lezacej miedzy y = 22 oraz y —x = 2,
d) czedci sfery 22 + y2 + 22 = 25 lezacej na zewnatrz walca 22 + y? = 16,
)

Zmnajdz pole plata powierzchniowego wycietego

(a) walcem 22 4+ y? = R? z paraboloidy hiperbolicznej z = zy,
(b) walcem x? 4+ y? = Rx ze sfery 2% + 3 + 22 = R?,
(c) walcem (22 +32)2 = R%(2® — y2) ze sfery 22 + 32 4 22 = R2.

Oblicz objeto$¢, mase oraz srodek ciezkosci bryly ograniczonej powierzchniami

22 P 22 42
2= + g orez z = 2 — vy + o jezeli gesto$¢ w kazdym punkcie (x,y, 2)

jest rowna wspolrzedne]j z.
Oblicz srodek cigzkosci

(a) obszaru ptaskiego ograniczonego krzywymi y? = 4x + 4 oraz y?> = —2x + 4,
(b) bryly ograniczonej paraboloida y? + 222 = 4z i plaszczyzng o = 2,

(c) potkuli 22 + y2 + 22 < a? 2 > 0, gdzie gestosé jest wprost proporcjonalna
do odleglosci od poczatku uktadu wspolrzednych.

Oblicz mase calkowita oraz $rodek cigzkoséci bryly ograniczonej czescia sfery
2% 4+ 42 4 22 < ¢? lezacej w pierwszym oktancie, plaszczyznami Ozz, Oyz oraz
plaszczyzng £ 4+ 4 =1 (a < ¢,b < ¢), jezeli gestod¢ w kazdym punkcie (z,y, 2)
jest réwna wspélrzednej z.

Wyznacz érodek ciezkoéci bryly ograniczonej powierzchniami 22 + 22 = 1, y = 0,
y = 2, ktérej gestos¢ wynosi p(z,y,z) =4 —y.
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Znajdz mase bryty lezacej miedzy kocentrycznymi sferami o promieniu 11 2 jezeli
gesto$¢ w kazdym punkcie jest wprost proporcjonalna do kwadratu odleglosci od
$rodka sfer. To samo dla gestosci proporcjonalnej do odleglosci od srodka sfer.

Szesciokat foremny o boku a obraca si¢ dookota jednego z bokéw. Oblicz objetosé
bryly powstalej przy tym obrocie. Zastosuj twierdzenie Guldina.

Znajdz pole powierzchni torusa o parametrach r i R. Zastosuj twierdzenie Gul-
dina.

Oblicz objetosé bryty powstalej poprzez obrét dookota osi Ox powierzchni ogra-
niczonej krzywymi y = 1 — /1 — 22 oraz y = 1 + /1 — 22. Zastosuj twierdzenie
Guldina.

Zadania z egzaminow 2017

Naszkicuj bryte B = {(z,y,2) : 22 + y? + 22 < 9,22 < 2% + y?}. Oblicz mase
bryly B, jezeli gestosé w punkcie (z,y, z) jest réwna kwadratowi odleglosci od
osi Oz.

Oblicz moment bezwtadnosci wzgledem osi Oz bryty
B={(z,y,2):1<2® + 9>+ 2> <4,2 >0,y >0}
(naszkicuj te bryle) o gestosci réwnej odleglosci danego punktu od osi Oz.

Oblicz mase oraz moment statyczny wzgledem plaszezyzny Ozy dla brylty
B={(z,y,2) € R? : 22 +9y? + 22 < 1,2 > /22 + 32}, jezeli gestosé w punkcie
1

(@,y, 2) wynosi p(z,9,2) = 7557



