Fizyka Techniczna, Matematyka II, Zestaw 5
Funkcje wielu zmiennych, pochodna czgstkowa,

1. Narysuj w ukladzie wspotrzednych dziedzing naturalna funkcji:

a x =1 71’27 -’L’
(a) f(z,y) =In(1 y) + —

T—y .
b T —arctg —— + arcsin ——.
(b) f(z,y) eyt R

Jakie cechy (domkniety, otwarty, ograniczony, nieograniczony, sp6jny, jednospojny)
maja te zbiory?

2. Policzy¢ granice iterowane nastepujacych funkcji:

x2 . r—Yy
i T c lim ,
(@) <x,y%131<o,o> 2 +y?’ © (z,y)—(0,0) T+ y
2 — —2
(b)  lim ——Y (d lim
(z,9)—=(0,0) T+Y ()= (-12) 22 +y

Jakie wnioski mozemy wyciagnaé z tych obliczen?

3. Obliczy¢ granice funkcji f(z,y) gdy (z,y) — (0,0) wzdluz linii y = mz

T—y 22 — 2\ >
(a) f(x’y): a:+y’ (C) f(l',y): (1‘24-?;2) '
0) f9) = 5o

Dla jakich wartosci m granice te odpowiadaja granicom iterowanym?
4. Obliczyé¢ granice funkcji:

(a) f(x,y) =32 —y? gdy (z,y) — (1,1),

(b) f(z,y) =2+ 2y gdy (z,y) — (1,2),

(c) f(z,y) =asin¥ gdy (z,y) = (2,7),

(d) f(z,y) =e Y™ gdy (z,y) — (0,0),

(e) lim 2y .
(€9)=(0,0) /22 +9y2 +1-1

$2y2
22y + (z — y)?

istnieja i sa réwne 0, ale nie istnieje granica  lim  f(z,y).
(z,y)—(0,0)

z,

5. Niech f(z,y) = dla (x,y) # (0,0). Pokazaé, ze granice iterowane

6. Wykorzystujac wspoélrzedne biegunowe obliczy¢ granice

lim xiw
(,y) = (+00,400) T2 — xY + Y



7.

10.

11.

12.

13.

14.

15.
16.

17.

Sprawdzié, ktére funkcje sa ciagle:

Y (2,y) # (0,0),

(@) flz,y) =4 22+y*
0, (z,y) = (0,0),
23y3
b) fy) =1 wrye V700
0, (z,y) = (0,0),
sin(x® + y3)
(c) flz,y) = Wa (z,y) # (0,0),
0, (z,y) = (0,0).
2
Ty
Udowodnij, ze funkcja f(z,y) = ¢ 22 +y4’ (,y) # (0,0), nie jest ciggla.
0, (z,y) = (0,0),
Policzyé¢ pochodne czastkowe % oraz 8% nastepujacych funkcji:
(a) f(z,y) = 32" -y, (e) flz,y) = e” cosay,
(b) f(l',y) 2£L' + ny + y ) (f) f(x’y) — eil/wy7
2
Yy
(C) f(xay): I2+y4’ (g) f(l',y):fﬁy,
(d) f(z,y) =a?sin ¥, (h) fz,y) =2y —e"Iny
Obliczy¢ pochodne czastkowe a%’ 8% oraz a% nastepujacyh funkcji:
(a) f(z,y,2) =223 + dayz + 22, (¢) f(z,y,z)=€" coszy+ e¥sinyz,
B Tyz
(b) f(z,9,2) = x2 +y2? 4 22’ (d) f(z,y,2) =¥

Obliczy¢ wszystkie pochodne czastkowe pierwszego i drugiego rzedu z funkcji

(a) f(z,y) =sin®(2z +y), (b) flz,y,2) = 2* —y?z + 3wy2°.
— af o
Pokazaé, ze funkcja f(z,y,z) = r—y Jest rozwigzaniem réwnania —f—i— ! +—f
Y- Jx Oy 0z

Pokazaé, ze funkcja u(z,y,2) = In\/(z — 20)2 + (y — y0)? jest rozwiazaniem réw-
naniaAu:@—&-@:O

0x2 = 9y? '
Pokazaé, ze V(x,y,2) = (22 4+ y? 4+ 22)71/2 jest rozwiazaniem réwnania AV = 0
wszedzie poza (0,0,0). Zatem V = 1/r jest potencjalem z dokladnoscia co do stalej.
”Potencjal elektryczny wytworzony przez punktowy tadunek ¢, w odleglosci r od
tadunku (w stosunku do potencjalu w nieskoniczonosci), mozna wykazaé, ze dany
q ”

jest wzorem g = ———.
dmeg T

Wyznaczyé Af, gdzie f(x,y,z) = (cosax)(cos by)(cos cz).

Wykazaé, ze dla réwnania Clapeyrona pv = RT iloczyn pochodnych czastkowych
Op/dv, Ov/OT oraz OT/Ip wynosi —1.
RT

A V2 (R, a,b sa stalymi). Wyznaczy¢

Dane jest rownanie Van der Waalsa P =

OP/OT i OP/OV.



