Zestaw 5

Jakub Kwasny

Twierdzenie 1 (lemat o niezaleznosci). Niech X = {Xi,..., X} bedzie zbiorem niezaleznych zmiennych
losowych, a A = {A1,..., A} rodzing zdarzeni losowych takich, Ze kaZde zdarzenie A; jest wyznaczone przez
pewien podzbidr F; C X tych zmiennych losowych. Wéwczas jezeli F;N(F;, U---UF;, ) =0, to A; jest niezalezne
od rodziny zdarzen {A;,,..., Ay, }.

Zadanie 1. Dla danej przestrzeni probabilistycznej €2, rodziny zdarzen losowych A oraz wybranego zdarzenia
A € A wskaz maksymalng podrodzing A’ C A taka, ze A jest niezalezne od podrodziny A’.

(a) Q={0,1}"; A={4;,={(z1,...,2,) €Q:2;,=0},i € [n]}; A=4
(b) Q:{O,l}n, A:{Ai’j:{(xl,...7xn)EQZ‘T’L'—F.’E]':].},Z'G[’H]}; A:ALQ

(¢) Q — zbiér wszystkich orientacji grafu K,; A, — wierzcholek v jest zrédlem, A = {4, : v € V(K,)};
A = A, dla ustalonego v

(d) G - ustalony graf, 2 — wybieramy kazda krawedZ grafu G niezaleznie, z jednakowym prawdopodobien-
stwem p do zbioru E’; A, — wierzchotek v jest incydentny z przynajmniej dwiema wybranymi krawe-
dziami, A = {A, :v € V(K,)}; A= A, dla ustalonego v

Zadanie 2. Niech H = (V, E) bedzie hipergrafem, w ktérym kazda krawedZ zawiera przynajmniej k wierz-
chotkéw i kazda krawedZ przecina co najwyzej d innych. Wykaz, ze jezeli e(d + 1) < 2871, to istnieje takie
dwukolorowanie wierzchotkéw hipergrafu H, ze kazda krawedz zawiera wierzchotki obu koloréw.

Zadanie 3. Niech G = (V, E) bedzie grafem o stopniu maksymalnym A i niech V = V; U --- UV, bedzie
podziatem V na r roztacznych podzbioréw, gdzie |V;| > 2eA, i = 1,...,r. Udowodnij, ze istnieje zbi6r niezalezny
W C V, spetniajacy [WNV;| #£0,i=1,...,r.

Zadanie 4. Niech N, M beda skoficzonymi zbiorami takimi, ze |[N| = n, |M| = m. Wykorzystujac podstawowa
metode probabilistyczna, udowodnij, ze jezeli n > (73), to istnieje iniekcja f: M — N. Za pomoca LLL wzmocnij
ten wynik, pokazujac, ze wystarczy zalozyé¢, ze n > 6m.

Zadanie 5. Niech ¢ = /\111 C; bedzie formuly logiczna w koniunkcyjnej postaci normalnej (CNF) i niech
k = min{|C;|,C; € ¢}. Pokaz, ze jezeli kazda klauzule C; przecina co najwyzej 2¢/e — 1 innych klauzul, to ¢
jest spelnialna.

Zadanie 6. Niech A = [a;;] bedzie macierza wymiaru n X n o elementach catkowitych. Permutacje o: [n] — [n]
nazywamy lacifiskg transwersalag macierzy A, jezeli elementy a;,(;y, ¢ € [n] sa parami rézne. Pokaz, ze jezeli
kazda liczba catkowita wystepuje w macierzy A co najwyzej "4—_61 razy, to A zawiera transwersale tacinska.

Zadanie 7. Niech G = (V, E) bedzie spéjnym grafem zwyktym o maksymalnym stopniu A. Niech c¢: V — F%
oraz

u€N (v)
Wykaz, ze jezeli k > 2logy A+ 3, to istnieje taka funkcja ¢, dla ktérej wszystkie wartosci funkeji f sa niezerowe.
Zadanie 8. Wykaz, ze jezeli kazde k-kolorowanie zbioru X™ C N zawiera monochromatyczny podzbiér
S1 X -+ X Sy, gdzie S; € (‘)2(), to
p(2m=1)/m

X| >
6



Zadanie 9. Niech G = (V, E) bedzie grafem zwyklym i niech z kazdym z wierzcholkéw v € V' zwiazany bedzie
zbiér S(v) zlozony z co najmniej 10d koloréw. Zalézmy ponadto, ze Vv € VVe € S(v) : v ma co najwyzej d
sasiadéw u takich, ze ¢ € S(u). Udowodnij, ze istnieje kolorowanie wlasciwe wierzchotkéw grafu G z list.

Zadanie 10. Niech D = (V, E) bedzie digrafem takim, ze kazdy wierzchotek ma dokladnie § krawedzi wycho-
dzacych oraz co najwyzej A krawedzi wchodzacych. Udowodnij, ze dla kazdego k € N, spelniajacego:

e — 90
S 14+ 1In(1 4 6A)

digraf D zawiera cykl dlugosci podzielnej przez k.

Wskazéwka: wykaz, ze istnieje kolorowanie f : V. — {0,1,...,k — 1} takie, ze kazdy wierzcholek v ma sgsiada
u € NT(v) o kolorze f(v) +1 (mod k).

Zadanie 11. Przez Z(k) oznaczmy najmniejsza liczbe naturalna n taka, ze jesli podzielimy zbiér {1,2,...,n}
na dwa rozlaczne podzbiory, to co najmniej jeden z nich zawiera ciag arytmetyczny diugosci k. Wykaz, ze
Z(k) > 2F/(8k).



