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1 Pojecia wstepne

Definicja 1 (grupa). Niech I" bedzie zbiorem, na ktérym okreslone zostalo dzialanie o: I' x I' — I'. Pare (T, o)
nazywamy grupq, jezeli spelnione sa nastepujace warunki:

e Va,beT: (aob)oc=ao(boc) (lacznosié),
e Jlel' VaeTl:ao0l=10a=a (istnienie el. neutralnego),
e Vael FeT:aob=>boa=1 (istnienie el. odwrotnych).

W dalszej czesci elementami grupy zwykle beda odwzorowania. Na przyklad dla dowolnego grafu G = (V, E)
zbiér automorfizméw tego grafu (tj. takich bijekcji f: V — V, ze uwv € E < f(u)f(v) € E) z dzialaniem
zlozenia funkcji stanowi grupe.

Definicja 2 (dzialanie grupy na zbiorze). Niech (I', o) bedzie grupa, a X pewnym zbiorem. Dzialaniem grupy
T na zbiorze X nazywaé bedziemy funkcje I' x X 3 (g,2) — ga € X, jezeli spelnione sa warunki:

e Vg,hel' Ve X: (goh)x=g(hz),
e Vxe X: lx =ux,
gdzie 1 jest elementem neutralnym w I'. Mowimy wéwczas ze grupa I' dziala na zbiorze X.

Jedli X jest dowolnym zbiorem niepustym, a I' dowolna podgrupa grupy permutacji S(X), to I' w naturalny
sposéb dziala na zbiorze X poprzez dziatanie max = w(z), dla kazdego 7 € T, z € X.

Cwiczenie 1. Pokazaé, ze jesli T' dziata na zbiorze X, to dla dowolnego elementu g € I' odwzorowanie
X 35z +— gxr € X jest permutacja zbioru X.

Dwa powyzsze spostrzezenia oznaczaja, ze od tej pory mozemy traktowaé grupe I' jako pewna podgrupe
grupy permutacji S(X).

Definicja 3. Niech (T, o) bedzie grupa dzialajaca na zbiorze X. Orbitg elementu x € X nazywamy zbior

Orb(x) ={gz|g € T}.

Element x € X nazywamy punktem stalym elementu g € T', jezeli gx = x. Zbiér punktéow stalych elementu
g € T’ oznaczaé bedziemy przez Fiz(g).

Innymi stowy, jesli traktujemy grupe I' jako pewna grupe przeksztalcen zbioru X, wowczas orbita elementu
T to zbiér wszystkich elementéw X na ktére przechodzi x poprzez zastosowanie pewnego przeksztalcenia z T
Latwo zauwazy¢, ze orbity wszystkich elementow zbioru X tworza podzial zbioru X, ktéry oznaczaé bedziemy
przez X/T', tj. X/T' = {Orb(z) |2z € X}. Podstawowym narzedziem do wyznaczania liczby orbit jest lemat
Burnside’a.

2 Lemat Burnside’a

Twierdzenie 1 (Cauchy 1845, Frobenius 1887). Niech (I',0) bedzie grupg dzialajgcg na zbiorze X. Wowczas

X/T| = T§| S |Fia(g)].
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Przyktad 2. Ile jest réznych kolorowan 4-koralikowego tancuszka przy uzyciu n koloréw? Lancuszek mozemy
dowolnie obraca¢ w przestrzeni tréjwymiarowej.

Aby rozwigzaé takie zadanie z wykorzystaniem lematu Burnside’a, nalezy zaczaé¢ od zidentyfikowania grupy
I’ oraz zbioru X. Ponumerujmy koraliki w tancuszku liczbami 0,1,2,3. Elementami zbioru X beda kolorowania, a
zatem funkcje f: {0,1,2,3} — [n]. Grupa dzialajaca na tym zbiorze generowana bedzie przez obroty i symetrie
lancuszka. Elementami grupy beda wiec cztery obroty: id, 01, 02, 03, dwie symetrie wzgledem przekatnych: sq, so
oraz dwie symetrie wzgledem symetralnych bokow: ss3, s4.

Lemat Burnside’a nakazuje nam wyznaczy¢ liczbe punktéw stalych dla kazdego elementu grupy I'. Jasne jest,
ze dla odwzorowania statego id jest to | X | = n*. Dla obrotéw o1 i 03 punktami statymi beda tylko te kolorowania,
ktore uzywaja doktadnie jednego koloru - jest ich n. Punkty state obrotu o, musza mieé identyczne kolory w
koralikach 0i 2 oraz 11 3 - jest ich wiec n?. Podobna sytuacja jest w przypadku symetrii wzgledem symetralnych
bokéw. Pozostaja symetrie wzgledem przekatnych - tam dwa wierzchotki zostaja w miejscu i moga mie¢ dowolny
kolor, a dwa pozostale musza mieé ten sam, trzeci kolor - stad n® takich kolorowan.

Ostatecznie otrzymujemy, ze liczba orbit, czyli réznych kolorowan po uwzglednieniu symetrii i obrotéw,
wynosi §(n* +2n% 4 3n? + 2n).

3 Twierdzenie Pélyi

Metoda zliczania wprowadzona przez Pdlye, wymaga zdefiniowania nowego zbioru Y oraz rodziny funkcji
f: X — Y, oznaczanej przez Y. Na przyklad gdy Y jest zbiorem koloréw, to kazda funkcja f € Y jest
interpretowana jako pewne kolorowanie elementéw zbioru X. Wéwcezas Y /T rozumiemy jako liczbe réznych
kolorowan; réznych ze wzgledu na pewne dzialanie grupy I' na zbiorze Y X.

Jesli grupa I' dziala na zbiorze X, to naturalnym dzialaniem tej samej grupy I' na zbiorze Y X jest:

(9./)(x) == f(gz), (1)
dla dowolnego g € T, f € YX, 2 € X. Od tej pory, jesli nie zostanie powiedziane inaczej, bedziemy traktowaé
to dzialanie jako domyélne dzialanie grupy I' na zbiorze YX.

Cwiczenie 3. Pokazaé, ze dzialanie okre§lone wzorem (1) spetia definicje dziatania grupy I' na zbiorze Y.

Definicja 4. Typem permutacji # € S(X), |X| = n, nazywamy ciag (c1, ..., ¢, ), gdzie ¢; = ¢;(m) oznacza liczbe
cykli dlugosei ¢ w rozkladzie permutacji m na cykle. Dodatkowo przez ¢(m) oznaczaé bedziemy liczbe wszystkich

cykli permutacji 7 (a wiec ¢(m) = » ¢;(m)).

Przyktadowo, permutacje m = (:1; 3

224987 zapisujemy w postaci cyklicznej jako m = (135)(2)(476), zatem
typem permutacji 7 jest ciag (1,0,2,0,0,0,0)

, zatem na przyklad c3(m) = 2 oraz ¢(mw) = 3.

Cwiczenie 4. Udowodnij, ze dla dowolnej permutacji 7 € S(X), |X| = n,

Zi - ¢i(m) = n.

Definicja 5. Wielomianem cyklowym Pr dzialania grupy I' na zbiorze X, | X| = n, nazywamy wielomian:

1 . .
Pr(z1,...,20) = T Zzll@ o9
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Ponizsza, niewazona wersja twierdzenia Pélyi jest prostym uogdélnieniem lematu Burnside’a.

Twierdzenie 2 (Redfield 1927, Pdlya 1937). Niech T' bedzie grupg dzialajgcg na skoriczonym zbiorze X oraz
niech Y bedzie dowolnym zbiorem skoriczonym. Wowczas

1 C
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Cwiczenie 5. Rozwiaz przyklad 2 za pomoca twierdzenia Poélyi.



Prezentujemy réwniez wersje wazona, ktora stosuje si¢ do szerszej klasy probleméw.

Twierdzenie 3 (Redfield 1927, Pélya 1937). Niech I bedzie grupg dzialajacg na skoviczonym zbiorze X, | X| = n,
oraz niech Y bedzie dowolnym zbiorem skoriczonym, |Y| = m. Wowczas wspdlezynnik przy t1* ... t0m w wielo-
mianie:

Pr(ty+ b, 5+ 12 1)

okresla liczbe orbit z rodziny YX /T, sktadajgcych sie z takich kolorowan, w ktérych i-ty kolor wystepuje
doktadnie r; razy.

Przyktlad 6. Ile jest roznych kolorowan 23-koralikowego tancuszka przy uzyciu 4 koloréw tak, aby kolor zielony
wystepowal doktadnie 11 razy? Lancuszek mozemy dowolnie obraca¢ w przestrzeni dwuwymiarowe;j.

Podobnie jak w poprzednim przyktadzie, zaczynamy od okreslenia grupy I' oraz zbioréw X i Y. Zbiér
X skladal si¢ bedzie z 23 koralikéw w laficuszku, natomiast zbiér Y z cazterech koloréw - wéwcezas YX to
zbiér wszystkich 4-kolorowan tancuszka. Grupa I' dzialajaca na zbiorze X to grupa obrotéw, a wiec I' =
{id,01,...,022}. Aby zastosowaé twierdzenie Pélyi, musimy wyznaczy¢ wielomian cyklowy Pr, interesuja nas
wiec typy wszystkich permutacji z grupy I'. Oczywiscie c¢1(id) = 23. Latwo zauwazyé, ze dla pozostaltych
elementéw grupy mamy ce3(0;) = 1. Zatem wielomian cyklowy ma postaé

Pr(z,. .y 2n) zf3+22223),

a liczba szukanych kolorowan to suma wspétczynnikéw przy wszystkich takich jednomianach wielomianu

1
3 ((t1 +ta+ts+ ) + 2207 + 3% + 3% +43%))

w ktorych zmienna t; wystepuje w potedze 11.

Cwiczenie 7. Ile jest réznych kolorowan 22-koralikowego lancuszka przy uzyciu 4 koloréw tak, aby kolor
pierwszy wystepowal dokladnie 11 razy? Lancuszek mozemy dowolnie obraca¢ w przestrzeni dwuwymiarowe;j.



