Zestaw 6
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Twierdzenie 1 (de Brujin, Erdés, 1951). Niech G = (V, E) bedzie grafem, k € N. Jezeli dowolny skoticzony
podgraf grafu G ma liczbe chromatyczng co najwyzej k, to x(G) < k.

Zadanie 1. Udowodnij twierdzenie 1, korzystajac z argumentu zwartosci.

Twierdzenie 2 (Ramsey). Niech G = (V,E) bedzie przeliczalnym grafem pelnym. Wowczas dowolne 2-
kolorowanie krawedzi grafu G zawiera monochromatyczng klike nieskoriczonego rzedu.

Zadanie 2. Udowodnij twierdzenie 2.
Wskazowka: konstrukcyjnie wskaz wierzcholki vy, ve, ..., ktore stworzq klike.

Twierdzenie 3 (lemat Kéniga o nieskonczonoéci). Niech Vy, Vi, ... bedzie nieskoriczonym ciggiem rozlgcznych,
niepustych, skonczonych zbiordw. Niech G bedzie dowolnym grafem o zbiorze wierzchotkéw |J, V;. Zaldimy, ze
dowolny wierzcholek v € V,,, n > 1, ma sqsiada w V,,_1. Wowczas G zawiera nieskoriczony promiern vgvs .. .,
gdzie v, € V,, n=0,1,....

Zadanie 3. Udowodnij twierdzenie 3.
Zadanie 4. Udowodnij twierdzenie 1 dla graféw przeliczalnych, korzystajac z twierdzenia 3.

Podzial V = V; U V, zbioru wierzchotkéw grafu G = (V, E) nazywamy nieprzyjaznym, jezeli dowolny wierz-
cholek v ma co najwyzej tyle sasiadéw w swojej sktadowej, co w przeciwne;j.

Hipoteza 4. Dowolny graf przeliczalny ma nieprzyjazny podzial swojego zbioru wierzcholkow.

Zadanie 5. Udowodnij powyzsza hipoteze dla graféw lokalnie skonczonych!. Wykorzystaj twierdzenie 3.

1Graf nazywamy lokalnie skoficzonym, jezeli stopien kazdego wierzcholka jest skonczony.



