Ciagi rekurencyjne Zestaw 5.

TEORIA

Definicje: cigg Fibonnaciego; réwnanie rekurencyjne jednorodne; pierwiastki
wielokrotne RCh; réwnanie rekurencyjne niejednorodne; liczby Catalana
Twierdzenia: tw. o rownaniu charakterystycznym; metoda przewidywan
(funkcje liniowe i wyktadnicze); wieze Hanoi

ZADANIA

1. Wyznacz réwnania rekurencyjne spetniane przez ciagi:

(a) a, = Anl, A€ R, n >0,
(b) b, =(A+ Bn)2", A BeR, n>0.

2. Rozwiaz rekurencje:

) Tp =4xy 1 — 4T, 9, 0

b)

(¢) ©p=5xp 1 — 6, o+4", n>2 20=0,17 =1,
)
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Ty =0Ty 1 —062p_o, N

(d) 2, =2z, 1+1,n>1 20=0,
(e) Tpr =22, n>1 1, =2.
3. Niech ¢, bedzie n-ta liczbg Catalana zdefiniowang nastepujaca reku-
rencja:
co = 1,

n
Cnr1l = Zcicn_i dla n > 0.
i=0

Uzasadnij, ze liczba Catalana ¢, jest rowna:
(a) liczbie réznych ukorzenionych, pelnych drzew binarnych o n + 1
liciach,
(b) liczbie poprawnych nawiasowan wyrazenia 12z . . . Tpy1,

(¢) mozliwych kombinacji usciskéw dtoni wymienionych pomiedzy 2n
osobami siedzacymi wokét okraglego stotu tak, aby kazdy uscisnat
dton jednej osoby i zadna para rak nie krzyzowala si¢ z zadng inng,
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(d) liczbie réznych ”tancuchéw gorskich” utworzonych przez n ruchéw
w gore ” /71 n odpowiadajacych im ruchéw w dét ”\”.

4. Na okregu narysowano n punktéw i wszystkie odcinki pomiedzy nimi.
Na ile co najwyzej obszaréw mogg one dzieli¢ koto?

5. Pewien profesor wchodzac po schodach ma w zwyczaju wchodzié¢ cza-
sem po jednym stopniu, a czasem po dwa naraz. Niech p,, oznacza liczbe
roznych sposobow wejécia na schody o n stopniach. Utéz odpowiednig
rekurencje i rozwiagz ja.

6. Niech ¢, oznacza liczbe tadnych kolorowan ptotu o n szczeblach przy
pomocy farb zielonej, brazowej i zottej. Kolorowanie uznajemy za tadne,
gdy zadne dwa sasiednie szczeble nie sg zotte. Utdz odpowiednig reku-
rencje i rozwiaz ja.

7. Niech a,, dla n = 1, oznacza liczebno$¢ zbioru wszystkich liczb n-
cyfrowych utworzonych z cyfr 1, 2, 3, 4 1 5 w taki sposéb, ze bezposred-
nio przed kazda z cyfr 3, 4 i 5 zawsze stoi cyfra 1. Ut6z odpowiednig
rekurencje i rozwiaz ja.

8. Niech s, (k) bedzie liczba rozsadzen k > 2 pacjentéw w poczekalni, w
ktorej jest n > 2k — 1 roznych krzeset ustawionych w rzedzie, tak aby
zaden pacjent nie siedzial bezposrednio obok drugiego (nie rozrézniamy
pacjentow). Utdz odpowiednia rekurencje w zaleznosci od parametru k.



