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Rachunek wektorowy (l)

Sktadowe wektora

N uy
b X, =|1|cos(a)
Vn=|1sin(a)

ﬁ
a
> Yo [~~~ > !
|
4= [xaydl /< Y :
b= [xp,yp] X} Xg X

Dtugosc wektora

uy
ld| = /xé +y8
Yo T RGN R
:
- Ir o >




Rachunek wektorowy (Il)

Suma wektorow

N Ay ¢ = d+b
/ xc=(xq + xp)
. Ye=Va + ¥b)
- —> Vb BN
(o
a= [xarya] ‘
b = lxp, Vb ] X :; X

RoOznica wektorow

uy
d = d-b
xdz(xa - xb)
Yy Ya=Ya — ¥b)
Xb Xa X
g —



Rachunek wektorowy (lll)

lloczyn skalarny wektorow

lloczyn skalarny wektoréw @ i b mozna wyliczyé znajac

dtugosci wektoréw |d| i |b| oraz kat cv zawarty miedzy wek-

torami.
aob al - 1bl - cosa
lloczyn skalarny wektoréw @ i b mozna wyliczyé tez znajac wspéirzedne {H:-'/,:] i [/'1-/':] n
wektorow. N
. 4 [ 1 [ 1 n _)o —_— b
aob ay.az} o by, ba| = ayby + asbs > a = al i
=1

Jezeli iloczyn skalarny wektoréw jest réwny 0, to te wektory sa prostopadte. (cos 90° = 0)

* aob =boa (przemiennosc)
* (¢ea)ob=oe(aob) (tacznosc)
* (a@b)oc=(aoc)t+(boc) (rozdzielnos¢)

* aca>0;aca=0<a=0



Rachunek wektorowy (1V)

lloczyn wektorowy wektorow

a— ﬂ.li—l—ﬂ;gj —I—El;gk = (ﬂl,{lg,ﬂg)

axb b=b1i—|—sz—|—bgk=(bl,bg,bg).
i |d x E| = I&I|B|sin9
bxa
=-axb

Y
axb= ({L1i+ asj + {131{) X (bli + baj + bgk) =
= (Ili X (bli—l— bgj + bg].{) + f]rgj X (bli—l— sz + b&k) + agk X (bli+ bgj + bgk) =
= (@11 X b1i) + (a1i x b2j) + (a1i X b3k) + (az2j X b1i) + (a2j x b2j) +
+ ({lgj X bgk) + (agk X bli) + (agk X ng) + (agk X bgk),

axb=ab(ixi)+arbs(ix]j)+aibs(ixk)+abi(jx1i)+asb(jxj)+
+ asbs(j x k) + azby (k x i) + azbe (k x j) + azbs(k x k),

axb=ab0+abk-+ albg(—j) + Egbl(—k) + asbo0 + asbsi + ﬂgb]j + ﬂ.gbg(—i) =+ agbgﬂ,

ax b = (azbs — agby)i+ (ashy — a1b3)j + (a1bs — asby )k = (azbs — asbs,asby — a1bs,a;by — azby).




Rachunek wektorowy (V)

lloczyn wektorowy wektorow

a— (11i—|-ﬂ;gj —I—El;gk = (ﬂl,{lg,ﬂg)
b = b1i+ b2j + bsk = (b1, b2, b3).

axb

n

i j kK
bxa a x b =lay a9 as
=-axh
by by b3
Y
Reguta Sarrusa A g
o2 222 2o
axb= a, bgk + ﬂgbgl + ag blj — a3 bgl — a bg.] — a9 blk faglf%fx%\
AT a e
Zﬁ?zf %2 ‘g\
Rozwiniecie Laplace’a
as as|, ap as|, ay a2
axb= 31— 3 j k
by b by b by b




Mechanika: kinematyka (I)

Punkt materialny (masa punktowa) to ciato fizyczne obdarzone masg, ale majgce tak
mate rozmiary, ze w opisie matematycznym mozna je potraktowaé jak punkt

geometryczny.

Punktem materialnym moze by¢:
* kamien rzucony pod pewnym katem do powierzchni Ziemi, jego rozmiary s3

nieistotne w poréwnaniu z odlegtoscig jakg przebedzie i doktadnoscig pomiarow
e statek na morzu, jego rozmiary sg nieistotne w poréwnaniu z rozmiarami morza
 Ziemia poruszajgca sie po orbicie wokot Storica, jej wymiary sg nieistotne w
poréwnaniu z promieniem orbity.

Redukcja ciata do punktu materialnego ma istotne znaczenie dla prostoty opisu ruchu
danego ciata. Masa punktowa w fizyce to idealizacja ciata lub uktadu ciat, w ktoérej
wymiary ukfadu mozna poming¢ w poréwnaniu z odlegtosciami, ktore pokonuje. Wtedy
mozna przyja¢, ze cata masa uktada jest skupiona w srodku masy uktadu. W przypadku
jednorodnego ciafa kulistego, masa punktowa jest nie tylko idealizacjg, poniewaz takie

ciata zachowuje sie tak jak masa punktowa



Mechanika: kinematyka (Il)

Kinematyka punktu materialnego:

1. Potozenie:

r=xyz)

2. Opis ruchu:

7(0) = (x(®),y(),z ()

3. Tor ruchu:

{r(t),t € (t;, t1)}




Mechanika: kinematyka (lll)

Predkos¢ chwilowa:

- - Ar

Predkosé érednia: |V, ===
t,—t, At

y
F(r) o
F(r+ Ar)
>| ¥ ! At_)o V.
X
F(7)
F(r+ Ar)

Arzdr:dx)A(er_nyrdzz

V = lim =
At—0 At d'[

v

<

Predkos¢ to pochodna wektora wodzacego r(t) po

czasie;
Pochodna wektora, to suma iloczyndw pochodnych jego
wspotrzednych przez odpowiednie wersory;

L J




Mechanika: kinematyka (IV)

Predkos¢ chwilowa:

Ve limAr_or_ox, &y, 0z,
A0 At dt dt dt dt

Ruch jest jednostajny jesli wektor predkosci nie

zmienia sie w czasie: - :
F(7)
Cdr_

_ . AT -
V)=~ =Ilim — =const{t) =V
(t) = = i(t)

AT T(At)—T(0)
At At
X(1) =x(0)+V,t, y)=y(0)+V,t, z(t)=2(0)+V,t

V = = T(At) =7(0)+ V- At




Mechanika: kinematyka (V)

Przyspieszenie to pochodna wektora predkosci V(t) po
czasie (szybkos¢ zmiany wektora predkosci)

ézd—V:f(dVX+§/dV +2dv2:
dt dt dt dt
:dzfz)ﬂ(dzx+yd2y+zd_zz
dt’ dt’ dt* dt?

V

dr(t) _ d

. at?. .
it = g TO+VOL ) =V(0) +at

Predkos¢ chwilowa:

Ar _dr _ dx dy dz

-l

2

T(t) =T(0) + V(0)t + a;




Mechanika: kinematyka (VI)

Ruch jednostajﬁr‘iy po okregu l

[=]|%]=

y
IVA)l}\/;/FV
e
A== = sr= o sP
A o Y
=l ST M = I - =W
Y ,!QTO At »!f% 3 "\%i?) he
»&
W =3
-
V=il
{Tr(fr)= oy uk X+ n‘~¢imw’c-g / wt =3
7[«‘:); Edi’(?‘[él)a ~ru simut R+ /mc,éu{;-é‘

210 (7 - —voonet &~ mgn k] =

2 =

= ‘UZ(R‘Q)AU{‘Q + ﬂ\A;MU{"S}: -w I

a= Wb



Mechanika: kinematyka (VI)

Ruch krzywoliniowy w biegunowym uktadzie odniesienia:

y
)"‘ -4'~A "_‘L A} A
(t‘dt/\- t#&é-n—.z?n-ﬁﬁpfn_d%n\:
dr _ dop _dy
Ur—dt v¢—rdt—rw (U—dt

Predkosc radialna Predkosc transwersalna



Mechanika: kinematyka (VII)

Ruch krzywoliniowy w biegunowym uktadzie odniesienia:

d_, - 4 n d A d
y B3V = a Uk k*‘lpgaf')'
oA AR e br g 2 4% 49
""‘Cu:?- O Ak +?Ef&ﬂ+tﬂ”w+£mg‘%:
4 l ) dr
- [‘ar ‘“‘(E‘M“["”f 5
>
= Qv Q | . e
/* Przyspieszenie liniowe
Przyspieszenie radialne i dy 1 2
a,=—1r—1r|{—]| = —r|-|rw
T dt? dx dt?
Przyspieszenie
dosrodkowe
Przyspieszenie transwersalne d’ +[2 GG s + 2 2 + 2 2
= r — =r — W = TE& — W
o= T q2? dt dt dt dt dt
do \ PrzYsp.leszenle
£ = — Coriolisa
dt




Mechanika: dynamika punktu materialnego (I)

Sita: miara wielkosci oddziatywania (wartos¢, kierunek i zwrot, punkt przytozenia)

Wypadkowa sit: F, = 2 F;

Sity rownowazace: ten sam kierunek i zwrot, ta sama wartos¢, ten sam punkt przytozenia

Lift
» :;‘:'";5-‘#?/ ]l D
O° ey = Dra
B o (‘—TT\“\K e

 weight criving force
W reaction force _ frction
BN ar resistance



Mechanika: dynamika punktu materialnego (Il)

Zasady dynamiki Newtona

W inercjalnym ukfadzie odniesienia, jesli na ciato nie dziata zadna sita lub sity
dziatajgce rGwnowazg sie, to ciato pozostaje w spoczynku lub porusza sie
ruchem jednostajnym prostoliniowym.

W inercjalnym uktadzie odniesienia jesli sity dziatajgce na ciato nie
rownowazg sie (czyli wypadkowa sit jest rézna od zera), to ciato porusza sie
z przyspieszeniem wprost proporcjonalnym do sity wypadkowej, a odwrotnie

proporcjonalnym do masy ciata.
1.

q
a=aFW

Oddziatywania ciat sg zawsze wzajemne. W inercjalnym ukiadzie odniesienia
sity wzajemnego oddziatywania dwoch ciat majg takie same wartosci, taki sam
kierunek, przeciwne zwroty i rozne punkty przytozenia (kazda dziata na inne
ciato).




Mechanika: dynamika punktu materialnego (lil)

Galileusz (1564-1642) - wtoski astronom, astrolog,
matematyk, fizyk i filozof, prekursor nowozytnej fizyki,
udoskonalit tzw. ,kompas geometryczny i wojskowy”,
wykonat eksperyment dowodzgacy, ze czas trwania spadku
swobodnego nie zalezy od masy ciata, badat staczanie sie
kul po rowni pochytej, skonstruowat termometr.

Zasada wzglednosci Galileusza: prawa mechaniki s3
jednakowe we wszystkich inercjalnych uktadach
odniesienia.




Mechanika: dynamika punktu materialnego (lll)

Transformacje Galileusza y y
A W A W
T At — I Vit x'
X=X v,t,y=vy,Z=12
T z y y b 7 jzdarzenie
=
X
X x'
yi z
dx dx’'

—=—+v,=v" +v
dt dt * ‘

, dzl_ 2(+t)_ddx _d2
ma' =mosx =moz (Xt vt) =mo| - | =mogx




Mechanika: dynamika punktu materialnego (IV)

Prawa tarcia Coulomba i Morena

1. Sita tarcia jest niezalezna od wielkosci powierzchni stykajgcych sie ze sobg ciat i
zalezy jedynie od ich rodzaju.

2.  Wartosc sity tarcia dla ciata znajdujacego sie w spoczynku moze zmienic sie od zera
do granicznej wartosci, proporcjonalnej do catkowitego nacisku normalnego.

3. W przypadku, gdy ciato slizga sie po pewnej powierzchni, sita tarcia jest zawsze
skierowana przeciwnie do kierunku ruchu i jest mniejsza od granicznej wartosci.




Mechanika: dynamika punktu materialnego (V)

Sity oporu

Opory toczenia

e

Fr=Q-fi=q )

* stan i rodzaj nawierzchni (opdr jest
mniejszy na asfalcie niz na drodze
gruntowej)

* konstrukcja  ogumienia  (wieksze
opory toczenia wystepujg dla opon o
konstrukcji diagonalnej niz dla opon
radialnych)

* cisnienie (wraz ze wzrostem cisnienia
W ogumieniu opor toczenia maleje)

E,=b-v"

* opor w tozyskach,

* 0por zbieznosci kot (zwigzany z
nierownolegtym ustawieniem kot w
stosunku do osi podtuznej pojazdu),

* opor skretu kot (zalezny od predkosci
pojazdu i promienia skretu),

* opor zwigzany z odksztatceniem sie
opony na nieréwnosciach, opor na
mokrej nawierzchni.

F, =
A

CX

q_

F, =

Opor aerodynamiczny

L 2
Ep-v 'A'Cx

- powierzchnia czotowa pojazdu czyli 0,8 - 0,9 iloczynu
szerokosci i wysokosci pojazdu

- wspodtfczynnik oporu aerodynamicznego

gestos¢ powietrza (1,293 kg/m3 w T=273 Ki P=0,1 MPa)

0,047 - v2 - A - C,

opory profilowe (zwigzane z ksztattem w przekroju
wzdtuznym) ok. 60% catkowitego oporu

opory indukcyjne (zwigzane z ksztattem powierzchni bocznej)
ok. 8% catkowitego oporu

opory tarcia ok. 10% catkowitego oporu

opory zaktdcen (czyli wszelkie nieréwnosci karoserii) ok. 12 %
catkowitego oporu

opory uktadu chtodzenia i wentylacji ok. 10 % catkowitego
oporu




Mechanika: dynamika punktu materialnego (VI)

Sity oporu — predkosc graniczna w spadku swobodnym

= t+at2
S =7y 5
vo=0,a=9g;s=h
gtz F0=k 172
h =
2
2h
t= |—
g
Vg
g =1 g

F,=F,

kv =mg

mg

Y= 7
2

k =



Mechanika: dynamika punktu materialnego (VI)

Sity oporu — predkosc graniczna w spadku swobodnym




Mechanika: dynamika punktu materialnego (VIl)

Ped (ruch ciat ze zmienng mas3)

Ifzd—p, ﬁ=m\7,m:const:>|5:dp _ GGy _ 8 s
dt dt dt dt
m=m(t)=F = dmv) _gdm o, av
dt dt dt

Zasada zachowania pedu

Catkowity ped uktadu ciat jest staty, jezeli w ukfadzie nie dziatajg sity zewnetrzne:
n

p; = const

i=1

me
—>
v < = "
! 'v-z@ M) + Movs
ma
.
U3 . -
@"_'4’ MU + Mgty




Ped (ruch ciat ze zmienng mas3)

d(mv)
dt

~dm dv
V—+m—
dt dt

m=m(t)=F =

Mechanika: dynamika punktu materialnego (VIii)

Jako przykiad ruchu ciala 0o zmienne) masie rozpatrzymy ruch rakiety z silni-
kiem odrzutowym.
Miech m oznacza mase rakiety w pewne] chwili 7, ¥ — jej predkosc. Niech

szybkosc spalania paliwa % bedzie stala 1 rowna g, a szybkosc wyrzucanych
spalin wzgledem rakiety wynosi u (spaliny sa wyrzucane do tytu).

Cheemy obliczye tzw. sile ciagu rakiety i jej predkosc po wypaleniu sig pa-
liwa. Przyymujemy os X ukladu wspolrzednych zgodnie ze zwrotem predkosci
rakiety.

t 1+ A1

\ — o T \ — t+AL
1y m — m-Am _—o——*
! Am
Rozwazania prowadzimy w ukladzie inercjalnym (np. Ziemi). W chwili  ped
rakiety z paliwem p, =mv a jego wartos¢ p, =mw , w chwili r + Ar po wyrzu-
cle Am gazow ped jest suma pedu rakiety
(m — Am)(v + Av)
oraz pedu wyrzuconych gazow
Am(v + Av — ),
czyli pr=muv + nAv — (Am)u

Zgodnie z zasada zachowania pedu;
PrL=p2
mv =muv + mAv — (Amu,
{Amt)-u

Po podzieleniu obu stron rownania przez Ar otrzymujemy

czyl mhv = (1)

igzu-i\m

Ly
Af At

=u-q,

Zatem zgodnie z [I zasada dynamiki mamy

F:m%:u-q (2)

Jest to wzor na wartosc sily ciggu rakiety gdy szybkosc spalania paliwa jest
stata | rowna g.

Obliczmy teraz koncowa szybkosc rakiety. Niech my oznacza mase poczat-
kowa rakiety, zas m, — masg rakiety po spaleniu paliwa (myy— my). Ze wzoru (1)

. Am . .
mAv = (Am)u, otrzyvmujemy Av===-u, skad mozemy przez scalkowanie
m

obliczy¢ predkosc koncowa vy rakiety. Zamieniamy ofrzymane rownanie rozni-
cowe na rownanie rozniczkowe:

do=—am .,
m

Dodanie znaku , minus™ wynika z tego, ze masa m rakiety maleje podczas spa-
lania paliwa. Otrzymane rownaniem jest rownaniem o zmiennych rozdzielo-
nych, rozwiazujemy je catkujac obie strony. Otrzymujemy

v()=—ulnm+c,
gdzie stala calkowania ¢ zostanie obliczona z warunku poczatkowego. Miano-
wicie w chwili + =0 masa rakiety m = my 1v =0, a wigc stala ¢ =—u In my. Za-
tem

m[l‘

m

(i =—ulnm+ulnmg=uln

Dla mt = m,

m
vy=uln L.
m,




Praca i energia (l)

Praca B

=
[

> ey
11
o
|

dr

A

B B
W :jlfdf =|F =const‘ = Ifde: FF,=Fr,,cos/(F,F) =‘cosL(IE,F) =1‘ =Fr,,
A A

Sita zachowawcza — sita majgca te wtasnos¢, ze praca wykonana przez nig przy
przemieszczaniu ciata na drodze o poczatku A i koncu B zalezy tylko od potozenia
punktdéw A i B, nie zalezy zas od przebiegu drogi, czyli od toru ruchu.




Praca i energia (ll)

Energia potencjalna:

Praca sity F(x,y) na drodze elementarnego przemieszczenia dr:
dW =Fodr

Praca sity F(x,y) nie zalezy od drogi, a tylko od punktu startu i korica przemieszczenia to mozna okresli¢ funkcje

skalarng, zalezng tylko od wspdtrzednych (x,y). Nazywamy jg energig potencjalng i okreslamy jej nieskonczenie
maty przyrost:

dU =—-Fodr

Minus zostat wybrany ze wzgledu na to, ze ubytek energii potencjalnej jest réwny wykonanej elementarnej pracy.

Jest on przyjety ze wzgleddw fizycznych. Przyrost funkcji U(x,y) mozna wyrazi¢ jako sume przyrostéw funkgcji
wzgledem obydwu zmiennych niezaleznych x i y jako:

du =@dx+ﬂdy
OX oy
Z drugiej strony
dU =-Fodr =-(F, dx+ Fydy)zﬂdx+@dy
OX oy

Grupujac wyrazy z odpowiednimi przyrostami dx i dy otrzymamy:

ou ou
FX+% dx+| F +@ dy=0 F=— F,=-—
OX Yoy OX

Mowimy, ze sita rowna jest ujemnemu gradientowi energii potencjalnej co zapisujemy:



Praca i energia (lll)

Energia potencjalna (przyktady):

Energia kinetyczna:

Jesli sita F jest stata i rozpgdza mase m od predkosci v, do predkosci v, to mozemy napisac:

W:IFdXZImadX ZIm%dX:de_de:Ide _ mv§ _M

; 2 2
Podobne rozumowanie dla sity zmiennej co do kierunku wzgledem przesuniecia daje:
ry r A Vy 22 2 2 2
W:IFodr:Imd—VodrzIdeod—rzjdeov:jd mv_|_mvy mvy
: , dt % dt i 2 2 2

Sita zwieksza przez wykonanie nad ciatem pracy jego energié ruchu — energie kinetyczna.




Zasady zachowania

Zasada zachowania energii mechanicznej

_ _ Zderzenia elastyczne
Epg = max bo hy = max /
L
j
- SO PN
> o~
- —
ppr‘zed'ppo

Kpr‘zed: EKpo

Zderzenia
nieelastyczne

Epd =0 bo |"|.;| =0
Epa= max bo vy = max

Y

TDTorzed :vpo



Uktady nieinercjalne (1)
Sity w uktadach nieinercjalnych (pozorne, bezwtadnosci)

Zjawiska fizyczne:

e odchylenie swobodnie spadajgcych ciat
od pionu (niewielkie)

e wahadto Foucault. Jezeli uruchomimy
wahadto na biegunie pdtnocnym, to
przy kazdym wahnieciu kulka odchyli
sie w prawo dla obserwatora
zwigzanego z Ziemig (dochodzac do Le P.gyi:tm?nalylﬁpsjlen
bieguna — na wschdd, po minieciu |,
bieguna — na zachdéd). Dla niego
ptaszczyzna wahan bedzie obracac sie
wzgledem podtoza z predkoscig katowa
Ziemi, tylko, ze w przeciwnym kierunku.

Expavicnces du Pendule de Foucault ir_,‘, i




Uktady nieinercjalne (ll)

Sity w uktadach nieinercjalnych (pozorne, bezwtadnosci)

Sita bezwtadnosci w ruchu niejednostajnym prostoliniowym — sita d’Alemberta:

v Ruch jednostajny:
v = const w uktadzie inercjalnym

@)
O O

A O—; Hamowanie:
SENChL ‘@ w uktadzie inercjalnym
a’ w uktadzie nieinercjalnym
5 8-—» Fy, Sita bezwtadnosci w uktadzie nieinercjalnym

_— —,)
Fp, = ma

Fp, = —ma



Uktady nieinercjalne (1ll)

Sity w uktadach nieinercjalnych (pozorne, bezwtadnosci)

Sita bezwtadnosci w ruchu po okregu — sita odsrodkowa:

Obserwator w uktadzie inercjalnym
R . mv? 7
Fios = —mw“r = — —

r r

QF*’ Obserwator w uktadzie nieinercjalnym
22
> ., mver

F. . = mw?r = —
ods r o




Uktady nieinercjalne (1V)

Sity w uktadach nieinercjalnych (pozorne, bezwtadnosci)

Sita bezwtadnosci w ruchu po okregu — sita odsrodkowa:

2
Y, =CiRer G 80— do

g g L dt

2
£ 75 +b)d—a)+ Xpsin o

Y, cosa _SeRe? +9(
g I dt

g




Uktady nieinercjalne (V)
Sity w uktadach nieinercjalnych (pozorne, bezwtadnosci)

Sita bezwtadnosci w ruchu po okregu — sita odsrodkowa:

F, = 4493 N = 5.60
F. =359 N = 0,450



Uktady nieinercjalne (VI)

Sity w uktadach nieinercjalnych (pozorne, bezwtadnosci)

Sita bezwtadnosci podczas ruchu ciata w ukfadzie obracajgcym sie — sita Coriolisa:

@ | @ Obserwator w uktadzie inercjalnym

‘\ Obserwator w ukfadzie nieinercjalnym
_’—zdrdgo—Z*x*
Ge=0rar V7Y

E =2m@ x &)

Efekty militarne:

* | wojna Swiatowa: ostrzat artyleryjski
Paryza z odlegtosci 110 km — znoszenie
pociskdw na wschod o 1,6 km

* Il wojna $wiatowa: bombardowanie
Londynu rakietami V2 z odlegtosci ok.
300 km — odchylenie toréw rakiet na
wschéd o 3,7 km

* podmywanie prawych brzegéw rzek

syberyjskich
* skrecanie pasatow (w prawo na
potkuli podtnocnej, w lewo - na

potudniowej)
* cyklony (sytuacja na poétkuli pétnocnej)




