2Q =2Fn-1mgesO-0 Epek 4=0 s Ay 2 '
! T -Ex ~_ P, . £ i
(2mges® | Shxman  Cinhng Frwent2hy A B Raged
E Mrsz&" a~av _ dudl —-~i/ s} A o SR OﬁflgF VA
/'7 el w1g (O3 Onarx I de &b | 7 d
* ol hienx [ S U | —3\/ f~1x ZFY-. e ‘:Gu’ "‘3? =0 *égc‘/;p" i
M = 3 e A =t 74,
po V\ mMox = /MD L,\Wla(c'be Q [ A I {KA‘ W’J;) ~ ?,( )= ’4 R (7‘{7_;‘_{ 3 S) _FB'V 4';)’ g '%_YF (fl- 4)\/},‘. 3 (ﬁ“ :
= ’W‘Lﬁs{ﬂ(‘)mnx - E LV“L r;' 1 <. T > QF‘ My & .
K EW‘L,C i :'ﬂcu(,A v‘_,‘—‘| _c’!h l-lrw/y7 [ \J(x!\'; = Ag«f\ GL o Cﬁé.) X 0'7' Y s .‘/ z
"‘“6 Va nOL L / ) . ' oL \._’,, (‘P e % ,gm;‘g(q) Zpy -
£ a2 2 hey
SN b Pre >
e, = W ¥ L_‘”\_]: (“wh—s
2wl . )
Wltl(‘ / \X 30+ - :1'
»7’1F4 A A= A
de( - € i
= 4G4 _c.ﬁ (/{ * R
=% Taw "~ | ‘
— =u*€ A MY \[1 A - i 2 ‘fo '.“ ,Lé'.\alx x= f)f-.nu Z= e MA,J-_)Q
d’ A C /< ’ '01 dEy CTeo ¥ s 3 R . o AL - - [ ¢
; \2;-—& SE rili Uyt =2 OQMGAY i (VA :'151,\ 7

4

14 , |
| ~ ——T- g LA -I’r__'(l ? '»‘.' S ‘r‘ n J , //‘ .’\‘/
b""\j/q VvV K{- T ; : y P & 3 /l ¥ / W ‘//‘4"M1L/b’,; “5
ol R { - -Q- 1/ V. =
. Uu=-Ji8-(5 ) de G-P;‘ A Gag : _5 I, ] 3 7MEI] "Ml e Mg ,
= E: e L N L

upr.,'.,-\um, ¢ Hea $ 45 ' g,,,‘%:s_+4m v 0 [

J‘ v §V4 4 = e,

\Gpo}(v’)

-‘%”‘!/;V 4-} 2"71%4
haa
S tans: Q,a §hand

=—Jd- cleUy —E_ - : , T mo. r! AN

S = oL TAG

Efiq =€~ |




Ruch obrotowy bryty sztywnej (l)

Srodek masy
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Ruch obrotowy bryty sztywnej (Il)

Os obrotu i moment bezwtadnosci
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Moment bezwtadnosci punktu materialnego lub bryty sztywnej petni w ruchu obrotowym
doktadnie t¢ samg role, jak masa tych ciat w ruchu postepowym. Moment bezwtadnosci,
ktory oznaczamy duza literg | (od inertia), opisuje sposob rozkladu masy wokél osi

obrotu.




Ruch obrotowy bryty sztywne;j (lll)

Ruch obrotowy — zasady dynamiki Newtona

Moment pedu
L=rxp=rxmv L=l L=1ad
Sita - moment sity
dL dr _ _ dp
= XP+IrXxX—
dt dt dt
ar . . . =
—xp=vxmv=0
dt
B A _ __ | Jesli do bryty przytozony jest
d—L =F X d—p = xF = M | zewnetrzny moment sity, to jej
dt I moment pedu zmienia sie.




Ruch obrotowy bryty sztywnej (1V)

Ruch obrotowy — zasady dynamiki Newtona

Druga zasada dynamiki Newtona dla ruchu krzywoliniowego (obrotowego )

—

G_dl o

<
||
<
<
||
ol

— d_ Zew wew

— — A

M=1le M=Il¢g

Sktadowa zewnetrznego momentu sity, rownolegta do osi obrotu
ustalonej w uktadzie inercjalnym (lub przechodzgcej przez srodek
masy), dziatajgcego na obracajace sie ciato rowna jest iloczynowi

momentu bezwtadnosci i przyspieszenia kgtowego wzgledem tej
oSil.




Ruch obrotowy bryty sztywnej (V)

Energia kinetyczna bryly sztywnej w ruchu obrotowym

Energie kinetyczng bryty sztywnej obracajgcej sie dookota nieruchomego srodka masy
nazywamy energig rotacyjng i wyrazamy wzorem:

——annvﬁz— m, (&xT,)

Dla bryty o dowolnym ksztatcie:

1 2 2
E, = E(Ixxa)xx + Iyya)yy +1,,0, +21 0,0, +2] ,0,0,+2],0,0,)

Dla bryty o symetrii sferycznej:




Ruch obrotowy bryty sztywnej (Vi)

Toczenie bez poslizgu

Toczenie bez poslizgu jest specyficznym rodzajem ruchu bryty sztywnej, bedgcym
ztozeniem ruchu postepowego srodka masy i ruchu obrotowego wokdt srodka masy.
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Ruch obrotowy bryty sztywnej (VIil)

Toczenie bez poslizgu

I Ruch postgpowy:

ma = Fg singd—-P

Ruch obrotowy:

/i sin @ \

R

=1 \_’ i le = PR

\-\ "\//D/ Oraz:
¢ AT a=Re¢

I\\\ ‘. TL cos 0
= g 1 Ostatecznie:
le : gsind
ma+E:mgsm¢9:>a: |
1+

mR*



Ruch obrotowy bryty sztywnej (VIil)

Toczenie bez poslizgu

I\

V/i sin @ \
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Chwilowa Os obrotu P

Rownanie ruchu obrotowego wzgledem chwilowe;j
osi obrotu (linia przechodzaca przez punkt styku
bryty z rownig):

le =F, Rsin@
Z twierdzenia Steinera:
I, =1 +mR?
Wiec:
mgR* sin @
a=Reg= J 5
| + MR



Ruch obrotowy bryty sztywne;j (I1X)

Bryta sztywna wprawiona w obrot dookota osi srodkowej o najwiekszym
lub najmniejszym momencie bezwtadnosci (sg to osie gtowne) zachowuje
kierunek tej osi w trakcie ruchu w przestrzeni. Te dwie osie gtowne s3 to
tak zwane swobodne osie obrotu.

Bryta wprawiona w obrot dookota osi o posrednim momencie
bezwtadnosci w ruchu postepowym koziotkuje. Kierunek osi obrotu
zmienia swoj kierunek w przestrzeni.

Ciata swobodnie ustawiajgce sie w przestrzeni w trakcie obrotow dgzg do
takiego ustawienia sie, zeby obrot nastepowat dookota osi o mozliwie
najwiekszym momencie bezwtadnosci.

Taka konfiguracja jest stabilna ze wzgledu na mate zaburzenia, np.
pojawiajgce sie zaburzajgce momenty sit probujace
zmieni¢ chwilowg oS obrotu.



Ruch obrotowy bryty sztywne;j (X)

Obroty bryly sztywnej wokét osi zmiennej w czasie

1. przechodzacej przez jeden ustalony punkt bryty (obrét nieswobodny)
2. przechodzacej przez SM ciata (obrét swobodnej bryty sztywnej).

W przypadku (1) bedziemy zaktadaé, ze ustalony punkt bryty spoczywa w uktadzie
inercjalnym U. W przypadku (2) SM spoczywa w ukfadzie inercjalnym.

W obu przypadkach wprowadzimy uktad wspoétrzednych kartezjanskich U’ zwigzanych ze
SM bryty sztywnej. Kierunek osi U’ bedzie pokrywat sie z osiami gtéwnymi bryty. W U’
tensor bezwtadnosci bedzie diagonalny. Uktad U’ bedzie obracat sie wzgledem
inercjalnego uktadu U z predkoscig katowa w.

- d

M) =M. M, .M,]
c?)(t)z[a)x.,a)y.,a)z.]

C=1'@'=[l 0,1, 0,.1,0,]



Ruch obrotowy bryty sztywne;j (XI)

Obroty bryly sztywnej wokét osi zmiennej w czasie

ROWNANIA EULERA
d
M, =1, o, (1 =1, o0,
d
M, = |y.aa)y.+(|x -1, oo,
MZ.:IZ.%a)Z.Jr(Iy—IX. o,




Ruch obrotowy bryty sztywne;j (XII)

Obroty bryly sztywnej wokét osi zmiennej w czasie
Dla M=0 oraz Ixx=lyy=Ilzz=I

d d
O:| -_a)-+ I I_I ! -a)-zl -_w-:wuzconSt
X dt X ( Z y )wy Z X dt X X
0=1I d | | = | d = D=
=1, aa)y. +( o Z.)a)x.a)z. =1, aa)y. = @, = CONSt = @ = const
d d
O — I [ a)z- + (I yl - IX-)Q)X-a)y- — I 7' - a)z- : a)z- — ConSt

dt



Ruch obrotowy bryty sztywne;j (XIII)

Zasada zachowania momentu pedu

Jesli dziata sita centralna: F=r-f (r)

- _ d- - -
M =r><F:r-rf(r)zO:EL=O:>L=const
W inercyjnym uktfadzie odniesienia:
N
L=> m,F xV, L=L(os obrotu)
n=1
- N N = = 5| J d
C=Y"m, (F, - Rew JxV, Z %V, ={Je £ Roy xP| Jov moment  pedu

wzgledem srodka masy,
Ry X P moment pedu
srodka masy wzgledem
poczatku uktadu

=)
Il
[EEN
||
[EEN

Ul

Il
1=
=
<

5
Il
[HEY



Ruch obrotowy bryty sztywnej (XIV)

50
45
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N
Angular momentum (L) is N
constant in the air. ‘ v' —
L=1w S \l \

— L (kg*m?/s) A
A (] (b)

— I (kg-m?)
— Moment of inertia (I) Angular velocity (w)
| decreases from increases due to decreased

layout to tuck resistance to rotation.
— position. /
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Ruch obrotowy bryty sztywnej (XV)
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Ruch obrotowy bryty sztywnej (XVI)

Precesja to obrot wektora momentu pedu pod wptywem
momentu sit zewnetrznych.
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Ruch obrotowy bryty sztywnej (XVII)

/ N

>
F=mg

LY :Fxmgzifzmgrsina

dt dt

dL = Lsinad :>£L— Lsinozi
AT T

. d :
Lsmaago: mgr sin &

d mgr  mgr

WD = — = =
i dtq) L lo




Ruch obrotowy bryty sztywnej (XVII)

Gdy oS momentu pedu nie pokrywa sie z
0sig symetrii bgka, na ruch precesyjny osi
symetrii naktada sig¢ nutacja o okresie T .
OS symetrii baka zakresla wtedy linie
wezykowatg




