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Drgania, fale: wlasnosci sprezyste ciat (l)

Rodzaj naprezenia

Rozciggajace

Sciskajace

Zginajgce

Skrecajgce

Scinajace




Drgania, fale: wtasnosci sprezyste ciat (ll)

1. Wzgledne odksztatcenie ciata zalezy od naprezenia.

2. naprezenie to sita odksztatcajgca odniesiona do jednostki pola powierzchni, na jaka
dziata.

3. naprezenie = (moduf sprezystosci) - (odksztatcenie), gdy ciato wraca do pierwotnego
ksztattu.



Drgania, fale: wlasnosci sprezyste ciat (lll)

H L] [ ] [ ] V' é [ ] [ ]

[ — Rozcigganie i sciskanie:

B ==

T — Naprezenie o definiuje sie jako:
= = F

[ E— _
- 0=

B ==

gdzie F jest wartoscig sity przytozonej do ciata
w miejscu, w ktdrym ciato ma pole S przekroju
prostopadtego do kierunku dziatania sity.

Miarg odksztafcenia jest wielko$¢ bezwymiarowa

AL . ’ .
wzgledna zmiana dtugosci.
® | imate tonslle stongth__'1ecki W granicach sprezystosci czyli dla matych
2 | Fracture stronath ‘ " | odksztatcen obowigzuje prawo Hooke’a:
| Yield strendth
L Necking F AL
o 1 ' = slo r T
. W Ygoung s modulus ; sltrzj‘s/st,ain . S L
E — modut Younga
f i Non-uniform ‘
! N Elastic | Uniform plastic | plastic |
| lefouna!ron: deformation deformation >
: H Elastc | Plastcstan | Strain
<sStrain_| ; >
Total strain




Drgania, fale: wlasnosci sprezyste ciat (1V)

Scinanie:
Naprezenie o definiuje sie jako:
F
o =—
S

gdzie F jest wartoscig sity przytozonej do ciata
w miejscu, w ktdrym ciato ma pole S przekroju
rownolegle do kierunku dziatania sity.

Miarg odksztatcenia jest wielko$¢ bezwymiarowa

8% A —
[} .‘ A_x wzgledna zmiana dtugosci.
| '(_:)" /'l'
‘ — / F Ax
S "L

G — modut Scinania



Drgania, fale: oscylator harmoniczny ()

Oscylator harmoniczny

Sita harmoniczna | F = —kx
e sita F proporcjonalna do wychylenia x z potozenia rownowagi
e zwrot sity: do potozenia rownowagi

v=20
k g AR —Vinax
VAL soe SNAR] A= smivonr
xLO XLX xLO

Najwazniejsze wtasnosci oscylatora harmonicznego:
1. CzestosC ruchu nie zalezy od amplitudy drgan.
2. Jesli dziata wiele sit, to zmiany wywotane sumujg sie liniowo.



Drgania, fale: oscylator harmoniczny (ll)

Druga zasada dynamiki dla oscylatora harmonicznego

VAR e T = s F=ma=ma=-kx x=x(t)
J,(,E)—V:O (b)F:‘o — d 2
W{n’j%c)xio o WWW:% o m 3 X = —kX
VAR soc dt _
o X(t) = Asin ot + B cos wt
X(0) = Asinw0+Bcosw0=B=0
d d? , .
—X=AwcCoswt — X=—-Aw"sInwt
dt dt
m(-Aw®sin ot) = -k Asin ot = mo* =k
, k K 27

O =—=>w=,— w=27tv=—o

m m



Drgania, fale: oscylator harmoniczny (lll)

Druga zasada dynamiki dla oscylatora harmonicznego

o Y — i F=ma=ma=-kx x=x(t) ]
VA e WAl 7= <oy R X(t) = Asin ot
x=0 x=X x=0 dtz
F‘L (b)F_o . X(t) = Asin ot + Bcos wt d
il ] v=0 - WN\W@ — g X(0) = Asin @0+ Bcosw0=B =0 V(t) = d— X(t) =w Acoswt
X:JX(C)XLO (d)xio %X:choswt %x:—szsinwt t )
- o T - d d
W)@X kX m( :} sinwt) : sma)t:>;1ﬂw a(t) _ —V(t) _ . X(t) _ 0)2 Acos mt
© a)2=a:>a)=\/% w:va:? dt dt

APIIIIIIIIIAIIIS

x=Asinwt

AN
f€—>
i
|
4

NN
iﬂ
W
B
N
~

Q
'y

coswt

(v
II

Q)

Y
N

2 .
o A sinwt

Q

<

a




Drgania, fale: oscylator harmoniczny (1V)

Energia oscylatora harmonicznego (w funkcji czasu)

X(t) = Asin ot

o =0 —— F=ma=ma=-kx x=x(t)
W/\/V\/VV\/*@I e W/WV\N\I’LQ F=0 Imy.p mizx o v(t):%x(t):wAcoswt
(a)x =00%=X (b)x =0 dt? ) a(t) :%v(t) :ZTZX(I) =o” Acos ot
b i v X(t) = Asin ot + Bcoswt
] 720 seexr A\l BT x(0) = Asin @0+ Bcos@0=B =0 s
x=-X xto xio d _A i d> Aw?sin ot I NI
o @ & Xx=AwCos® e x=-Aw’sinw . 4
\I\]\/\/\/\/\f@] Tk m(-Aw’sin wt) = —k Asin ot = meo® =k e :
x%0 xix , K \/? 2 g amaisinn
() O'=—>>0=— 0=2rv="+ N =
m m T - N
E _ 1 k 2 _ 1 k A2 - 2 E . . I . ’ .
=—kx* == sin‘ wt nergia potencjalna sprezystosci
P2 2

1 1 ..
E, =Emv2 =Ema)2 A’cos’ wt  Energia kinetyczna

. 1 . 1
E.=E,+E, _ 2K A%sin? ot + =ma? A% cos’ a)tzamoo2 AZSInza)t+Ema)2 A? cos® ot =

=%mao2 A% (sin® ot +cos® wt) =%ma)2 A?

4DﬂélEl=lElp(tI)-ll-]li'kl(t]I -

300}

E ()

200}
100}

0.0 0.2 04 0.6 0.8 1.0
t (=)



Drgania, fale: oscylator harmoniczny (V)

Energia oscylatora harmonicznego (w funkcji wychylenia)

v=0
k “p—F

XLO xlX

(a)

M~

(b)
F=

x=-X x=0 X

(©)

400

300¢

= 200}

(d)

SVW\AR o
XLO XLX
(e)

0
txer WV
!

0

Vinax

- Vo
WWWWWAR -0 smvr
xLO

vz
2KV o

F=ma=ma=-kx x=x(t)
dZ
m—— x = —kx
dt
X(t) = Asin ot + Bcos mt
x(0) = Asinw0+Bcosw0=B=0

d d? 3
—x=Awcosot ——x=-Aw’sinot
dt dt

m(-A®?’sin wt) = -k Asin ot = meo® =k

, k \F 2r
0 =—=0=|— 0=27rv=—
m m T

E = Ep(x) + Eki(x)

X(t) = Asin ot

v(t) = % X(t) = w Acosmt

300
= 200
2
‘zx(t):mzAcosmt 100 AAAA
0
04 06 08 10
t(s)
Y 1

a(t) :%v(l)

“d

100 LE = EpO) + Ek(©)

00 02
A7 5 1
TN _/T Ek — 1 mv? = T me? A2cos? ot
2 2
WETY o~ R X : |
Nl Bl g Ep :,kxz kaAZSmet
2 2
= - 20itsinar ;
= - g E.=-mw®A?
N S ; L




Drgania, fale: oscylator harmoniczny (VI)

Wahadto matematyczne

F=mg F,=mgsind F, =mgcosé

Fszmgg f<<lrad sin0z0—§+... S
d ' =
0=— 0O<<lrad=d~x

Fszmgcll—~mg _$x=kx k="9 !
o k_1mg g 27

m m | I T
47r2v2—g:>v2= lzg:M/:i 9

4 | 27\ |

2
RN LR LN
T I g g




Drgania, fale: oscylator harmoniczny (VII)

Wahadto fizyczne
q2 M=rxF ‘M‘=|F”If‘sina
M == Ig == I —0 93
dt? M =dmgsind @<<lrad sinfd=O0——+..

3l

M =-dmgsin 8 =-ksin g M ~dmgé

| 26 =—dmgsind =—ksing

2
O(t) = 0, sin ot (jj—f = 0, Cos wt 2—0 = —0,0° sin wt

t2
|(—t900)2 sin a)t)z—kﬁosin ot = lo? =k = o? :%
M:_kejdm@J:k:a)Zl:W)z:dg 60=27w=2-|-_7z !

T=2n |—
dmg




Drgania, fale: oscylator harmoniczny (VIII)

Wahadto torsyjne
d 2
I —9 = ke Zamocowanie
dt? [
2
PP,
d I Drut skretny
d 2

—0+wd=0 ‘\-Kj’.
I Plaszczyzna drgaﬁ/
\/7 =T = Zﬂ\/:
K




Drgania, fale: oscylator harmoniczny (IX)

Oscylator harmoniczny ttumiony

2 2
F=kx-F FoN Fo2X fo0X FToc(de

dt dt’ dt
s dx
Z Il zasady dynamiki Newtona F=-k X—)/E m |
d*x dx d°x  dx
M—=-KX-y—=>mM——+y—+kx=0
? Pat T e at

x(t) = Ae "' sin ot

X :
((jj_t =—ABe” sinwt + Ae " wcos wt

2
% = B2 Ae "' sin wt — 2wBAe " cos wt — v Ae "' sin wt

m(52Ae 7" sin at — 2wBAe " cos wt — w? Ae ' sin t )+ y(Ae " wcos at — Ae " sin at )+ kAe ' sin ot = 0



Drgania, fale: oscylator harmoniczny (IX)

Oscylator harmoniczny ttumiony

dx
1y kx=0 =
"o T at
R A e -
N |

AL
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Drgania, fale: oscylator harmoniczny (X)

Oscylator harmoniczny ttumiony

x|
2—|—7/——|—kX 0 =
Y L 2 2 2 2 2 1
=" w=— o =w,-— O =+, — |
ﬁ 2m 0 m 0 ﬂ 0 ﬂ |
M |
Gdy B=w, wystepuje wtedy tlumienie krytyczne.
1.0 T
0.5 \\i‘“\\_
% 0.0 AN T = S
=
-0.5
—1.05 2 4 6

Gdy ttumienie (opdr) stanie si¢ dostatecznie duze (B>w,) ruch przestaje byc ruchem drgajqcym, a
ciato wychylone z potozenia réwnowagi powraca do niego asymptotycznie - ruchem
aperiodycznym. Przyktadem takiego ruchu jest ruch w bardzo gestym osrodku (np. w miodzie).



Drgania, fale: oscylator harmoniczny (XI)

Oscylator harmoniczny ttumiony

1.0

0.5

0.0

(t)/x(0)

¢=0.0 ‘
¢=05|] m |
(=10
(=15

-0.5

1. 1 1 1 I n
O0 2 4 6 8 10 12 14

Logarytmiczny dekrement ttumienia A jest to logarytm naturalny ze stosunku
kolejnych amplitud

A(t):AoeEﬁtj

~B(t+T)
A:|ni:_|nM:_|ne - :ﬂT
A A(t) e/




Drgania, fale: oscylator harmoniczny (XIl)

Oscylator harmoniczny ttumiony z wymuszeniem

d’ o dx o F(t)

d?x  dx 2594 2
m=—+y—+kx=F(t) a0
dt dt , k F() Fsinot . F, y
W, =— = =q,Sinot o,=— pf="—
m m m m 2m
2
X(t) = X, sin(wt + @) %: d—Z(: : :
dt dt Zaktadamy periodyczne wymuszenie

w postaci sity wymuszajgcej

(a)g —a)z)xo sin(wt + @)+ 2w cos(wt + ¢) = a, sin ot

((a)j — o’ )cosw—Zﬂa)sin (o)xo sin wt +((a)§ — o’ )sin @+ 2w cos (/))XO coswt = a, sin wt

{(wj —w?)sing+2Pwcosp =0

(@} -*)cosp—-2wsing)x, = a Otrzymujemy drgania ,niegasnace”, jak dla

%= T % T prostego  oscylatora  harmonicznego, o
@5 —®")CoSp—2PBwsin g ) .. ..

: 5 —— amplitudzie niezaleznej od czasu, ale

c — [0 w, — . . . s .
sing = Cos g = : 1. amplituda x, jest funkcja czestosci

2 242 2 $= 2 2y2 2
J@? -7y + (2p0) J(@? -0 +(250) wymuszenia

sing _ 2po 2. przesuniecie fazowe (kat o jaki maksimum
przemieszczenia x wyprzedza maksimum
sity wymuszajgcej F) nie jest dowolng statg
lecz jest réwniez Scisle okreslone przez
czesto$¢ wymuszenia




Drgania, fale: oscylator harmoniczny (XIll)

Oscylator harmoniczny ttumiony z wymuszeniem

d2X dx a, sing 2Pw
m dt2 +7/ dt + k X= F(t) on(a)g—a)z)COS(o—Z,Ba)Sin(o tg(p:COS(z):_a)g—a)

2

Rezonans wystepuje gdy amplituda osigga wartos¢ maksymalng co w praktyce
oznacza gdy czestos¢ wymuszenia zbliza sie do czestosci drgan wtasnych.

Envelope: 1/]1-(o /o )] @, = Natural Frequency
=0 . o, = Input Frequency
5 ) Disastrous resonance when =0 for o /o =1
=010,
|
|
4 - I
Maximum Curve: | €
1NT-{0 To) ! 'g
) 5=0.150 =
3 ! . 8
I (&)
' =4
T h 5=0.20 a
5=0.50 I 0 g
I
2 3= : N ?
6 = 3(') / o= 0-3(‘)‘_ e
5= 100, .
14 S\ s
0




Drgania, fale: oscylator harmoniczny (XIV)




Drgania, fale: sktadanie drgan (1)

Sktadanie drgan zachodzacych w tym samym kierunku

A A N
} (¢2_¢ﬁ}:2nﬂ
/

\

(1) =A COS(a) L+ (01)
X, (t) = A, cos(@ ,t + ¢, ) '

A

A=\/A12+A22+2A1A2COS(¢2_(/’1) x

A, sin(e, —¢,)
0o =
7 A +A25in((/’2_§01)

N A AN S (g,-a)=(en+1)e




Drgania, fale: sktadanie drgan (lIl)

Sktadanie drgan zachodzacych w tym samym kierunku

Naktadanie sie drgan o bardzo zblizonych czestosciach: dudnienia

X, (t) = Acos(a)+ %)t

; " ;
"MM‘ 'l’l A L l'l l‘l Y l\j‘ M"AU"A h‘l'l'l’l'l'l‘l‘l 'y l\ A‘ UM\ h"

X, (t) = Acos(a)— A—ijt

X(t)=x,(t)+x,(t)= A{COS(&)—I— %)t + cos(a)— Azw)t} = 2ACOS(A7a)thin ot



Drgania, fale: sktadanie drgan (lll)

Sktadanie drgan zachodzacych w kierunkach prostopadtych

Krzywe Lissajous — Jules Antoine Lissajous (1822-1880) po raz pierwszy zademonstrowat krzywe w roku
1857.

X:Y Ratio Phase Shift

Frequency p ) N N /
v () N\ L )

1:1 /l, w_ . - ﬁ‘_ - ~
0 45 90 180 270 360

\\ !'/ ( A \ \ -"/ \ a \,x/
1 2 \\J V \J | | N\ \_/ W/ \J
22° 30 4 a0 135 180
| N/ \A N IAY4 f
1:3 \\ // (XX [\ A A /
\\/ J\J \/
15 3( 6 00° 120°
/ M\ ™\ A A
[ \'\'f‘ ™ / l I-.?\ ‘1 | | |"-" \I‘ “'.,-I l‘ M ‘ f' \_', \T'
y YRY YR
1:4 U"-_:'u \ LV RV Y A .-A«_s"'-.' ' AN
1215 22° 30 45° 67 3
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