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Uzupehienie — Elementy szczegdlnej teorii wzglednosci

U.1 Elementy szczegodlnej teorii wzglednosci

Mechanika klasyczna oparta na zasadach dynamiki Newtona poprawnie opisuje
zjawiska, w ktorych predkosci cial sa3 mate w poréwnaniu z predkoscig $wiatta. Jednak
w zjawiskach atomowych, jadrowych i w astrofizyce spotykamy si¢ z predkosciami
zblizonymi do predkosci $wiatta i wtedy zamiast mechaniki klasycznej musimy stosowac
mechanike relatywistyczng opartg na szczegolnej teorii wzglednosci opracowanej przez
Einsteina. Mechanika klasyczna nie jest sprzeczna z mechanikg relatywistyczng, a stanowi
jej szczegdlny przypadek (dla matych predkosci).

U.1.1 Transformacja Galileusza

Sprobujemy teraz opisa¢ zjawiska widziane z dwoch réznych inercjalnych uktadow
odniesienia, poruszajacych si¢ wzgledem siebie (rysunek U.1). W tym celu wyobrazmy
sobie, obserwatora na Ziemi, ktory rejestruje dwa zdarzenia (na przyktad dwie eksplozje)
zachodzace na pewnej, jednakowej wysokosci.
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Rys. U1.1. Obserwacja zjawisk z dwoch poruszajacych sie wzgledem siebie uktadow odniesienia

Odlegtos¢ migdzy miejscami wybuchow wynosi, (wedtug ziemskiego obserwatora) AX,
natomiast czas mi¢dzy wybuchami At. Te same dwa zdarzenia obserwowane sg przez
pasazera samolotu lecacego z predkoscia V po linii prostej taczacej miejsca wybuchdw.
Wzgledem lokalnego uktadu odniesienia zwigzanego z lecagcym samolotem roznica
potozen wybuchéw wynosi AX’, a rdznica czasu At’.

Porownajmy teraz spostrzezenia obserwatoroOw na ziemi 1 w samolocie. Zrébmy to na
przyktad z pozycji obserwatora na ziemi, ktdry probuje opisaé to co widza pasazerowie
samolotu. Jezeli, pierwszy wybuch nastgpit w punkcie X;” (wg samolotu), a drugi po czasie
At, to w tym czasie samolot przeleciat droge VAt (wzglgdem obserwatora na Ziemi) i drugi
wybuch zostat zaobserwowany w punkcie

X,'= X, '+AX =Vt (U11)
czyli

AX'= X,'—X, "= AX—Vt (U1.2)
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Uzupehienie — Elementy szczegdlnej teorii wzglednosci

Jednoczesnie, poniewaz samolot leci wzdtuz linii taczacej wybuchy, to Ay’ = Az’ =0.
Oczywistym wydaje si¢ tez, ze At” = At. Otrzymali$my wigc wzory przektadajgce wyniki
obserwacji jednego obserwatora na spostrzezenia drugiego

X'=x—-Vt

x

(U1.3)

y=y
'=1
t'=t

Te rownania noszg nazwe transformacji Galileusza.

Sprawdzmy, czy stosujac powyzsze wzory do opisu doswiadczen, otrzymamy takie same
wyniki, niezaleznie od uktadu w ktérym to doswiadczenie opisujemy. Jako przyktad
wybierzmy cialo poruszajace wzdluz osi X ruchem jednostajnie przyspieszonym
Z przyspieszeniem a.

W uktadzie nieruchomym predkos$¢ chwilowa ciata wynosi

AX
u=—— ul4

At (U14)
Jego przyspieszenie jest state 1 rowne a. Natomiast obserwator w pojezdzie poruszajagcym
si¢ wzdhuz osi X ze statg predkoscia V rejestruje, ze w czasie At’ ciato przebywa odleglos¢
AX’. Zatem predko$¢ chwilowa ciata zmierzonego przez tego obserwatora wynosi

AX'
u'= 15
e (ULS)

Zgodnie z transformacja Galileusza AX' = AX - VAL, oraz At' = At, wiec

AX' AX-VAt
At' At

Otrzymalismy predkos¢ wzgledng jednego obiektu wzgledem drugiego co jest wynikiem
intuicyjnie oczywistym. Natomiast przys$pieszenie w ukladzie poruszajacym si¢ wynosi

., AU AU-V) Au
a=—=——+"=—=48a (U1.7)
At' At At

Wida¢, ze w tym przypadku zastosowanie wzoréw transformacji Galileusza daje wynik
zgodny z doswiadczeniem. Jednak nie jest to prawda w kazdym przypadku. Miedzy
innymi stwierdzono, ze ta transformacja zastosowana do réwnan Maxwella nie daje tych
samych wynikow dla omawianych ukladoéw inercjalnych. W szczegdlnosci z praw
Maxwella wynika, ze predkos¢ swiatta jest podstawowag stalg przyrody i powinna by¢ sama
w kazdym ukladzie odniesienia. Oznacza to na przyklad, ze gdy impuls S$wiatla
rozchodzacy si¢ w prozni w kierunku X jest obserwowany przez dwoch obserwatorow
pokazanych na rysunku U.1.1 to zaré6wno obserwator nieruchomy jak poruszajacy si¢
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Uzupehienie — Elementy szczegdlnej teorii wzglednosci

z predkoscia V (wzgledem pierwszego) zmierzg identyczng predkos¢ impulsu
c=2.99810° mys. Tymczasem zgodnie z transformacjg Galileusza 1 ze zdrowym
rozsgdkiem powinni$my otrzyma¢ warto$¢ ¢ — V.

Wykonano szereg do$wiadczen, w ktorych probowano podwazy¢ rownania Maxwella,
aw szczegolnosci probowano pokazaé, ze predkos¢ swiatha, tak jak predkos¢ dzwieku
zalezy od ukladu odniesienia (stosuje si¢ do transformacji Galileusza). Najstawniejsze
z nich, to doswiadczenie Michelsona-Morleya majace na celu wykrycie wptywu ruchu
orbitalnego Ziemi na predkos¢ $swiatta poprzez pomiar predkosci $wiatta w kierunku
prostopadtym i rownoleglym do ruchu Ziemi. Wszystkie te do§wiadczenia daly wynik
negatywny i musimy uznacé, ze

/2 Prawo, zasada, twierdzenie
&2 Predkos¢ swiatta w prézni ¢ =2.998-10° mis jest jednakowa we wszystkich
inercjalnych uktadach odniesienia.

Rozpatrzmy teraz niektore wnioski wynikajace ze stato$ci predkosci §wiatla.

U.1.2 Dylatacja czasu

Rozpatrzmy rakiete, w ktorej znajduje si¢ przyrzad wysylajacy impuls $wiatta z punktu
A, ktory nastepnie odbity przez zwierciadlo Z, odlegte o d, powraca do tego punktu A,
gdzie jest rejestrowany (rysunek U.1.2).

Rys. U1.2. Pomiar czasu przebiegu impulsu §wietlnego w dwoch uktadach odniesienia

Czas At' jaki uplywa miedzy wyslaniem $wiatla, a jego zarejestrowaniem przez
obserwatora bedgcego w rakiecie (rysunek a) jest oczywiscie rowny At' = 2d/c. Teraz to
samo zjawisko opisujemy z ukladu nieruchomego obserwatora (rysunek b), wzgledem
ktorego rakieta porusza si¢ w prawo z predkoscig V. Chcemy, w tym uktadzie, znalez¢ czas
At przelotu $§wiatla z punktu A do zwierciadla i z powrotem do A. Jak wida¢ na rysunku
Ul.2 (b) swiatto przechodzac od punktu A do zwierciadla Z porusza si¢ po linii
0 dtugosci S
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Uzupehienie — Elementy szczegdlnej teorii wzglednosci

A,
5 - \(v 2) +d (UL8)

Zatem czas potrzebny na przebycie drogi AZA (to jest dwoch odcinkow o diugosci S)
Wynosi

At
(V] +d?
p 2 (U1.9)

Przeksztalcajac to rGwnanie otrzymujemy ostatecznie

2d
_ C B At'
M= T (U1.10)

\ﬁ c? \ﬁ c?

Widzimy, ze warunek statosci predkosci $wiatta w réznych uktadach odniesienia moze by¢
spetniony tylko wtedy gdy, czas pomiedzy dwoma zdarzeniami obserwowanymi
I mierzonymi z r6znych uktadow odniesienia jest rozny. W konsekwencji

2= Prawo, zasada, twierdzenie
&9 Kazdy obserwator stwierdza, Ze poruszajqcy sie zegar idzie wolniej niz identyczny
zegar w spoczynku.

To zjawisko dylatacji czasu ® jest wlasnoscig samego czasu i dlatego spowolnieniu
ulegaja wszystkie procesy fizyczne gdy sa w ruchu. Dotyczy to rowniez reakcji
chemicznych, wiec 1 biologicznego starzenia sig.

Dylatacj¢ czasu zaobserwowano do$wiadczalnie migdzy innymi za pomoca nietrwalych
czastek. Czastki takie przyspieszano do predkosci bliskiej predkosci swiatta 1 mierzono
zmiang ich czasu potowicznego zaniku.

@ Cwiczenie U.1

Sprobuj obliczy¢ ile razy wzros$nie czas potowicznego zaniku czastki poruszajacej sig
z predkoscig V = 0.99 c. Zeby sprawdzié czy mozna zarejestrowaé takg czastke oblicz jaka
droge s przebedzie ona w tym czasie, jezeli czas potowicznego zaniku nieruchomej czastki
wynosi 108 s. Wynik zapisz ponizej.

t=

Rozwigzanie mozesz sprawdzi¢ na koncu modutu.
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Uzupehienie — Elementy szczegdlnej teorii wzglednosci

U.1.3 Transformacja Lorentza

Szukamy ponownie (jak przy transformacji Galileusza) wzoréw przektadajacych
spostrzezenia jednego obserwatora na obserwacje drugiego. Chcemy znalez¢ transformacje
wspotrzednych ale taka, w ktorej obiekt poruszajacy sie z predkosciag rowng ¢ w uktadzie
nieruchomym (X, y, z, t), rowniez w uktadzie (X', y', Z', t') poruszajacym si¢ z predkoscia V
wzdhuz osi X bedzie porusza¢ si¢ z predkoscig €. Transformacja wspotrzednych, ktora
uwzglednia niezaleznos$¢ predkosci $wiatta od uktadu odniesienia ma postac

. X=Vt X —Vt
X= 2 2’
#ﬁ_\/ \ﬁ“_/3
" c?
y=y
7= 7 (UL.11)
t= ¢ _ ¢
/1_2 -5
oc?

gdzie B = V/c. Te rdbwnania noszg nazwe transformacji Lorentza. Oméwimy teraz niektore
wnioski wynikajace z transformacji Lorentza.

U.1.3.1 Jednoczesnosc¢

Przyjmijmy, ze wedlug obserwatora w rakiecie poruszajacej si¢ wzdtuz osi X' (czyli
takze wzdluz osi X, bo zakladamy, ze te osie sg rownolegle) pewne dwa zdarzenia
zachodza réwnocze$nie At'=t,'—1;'=0, ale w roznych miejscach xo'—X;'= AX' # 0.
Sprawdzmy, czy te same zdarzanie sg roOwniez jednoczesne dla obserwatora w spoczynku.
Z transformacji Lorentza wynika, Zze

At - KZAX
At'= % (U1.12)
-8
oraz
AX = AX'\[1- B% +VAL (U1.13)
Laczac te rOwnania otrzymujemy zwiazek
\Y
At'=At\1- B - C—ZAX' (U1.14)

Jezeli teraz uwzglednimy fakt, ze zdarzenia w ukladzie zwigzanym z rakieta sa
jednoczesne At' = 0 to otrzymamy ostatecznie
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Uzupehienie — Elementy szczegdlnej teorii wzglednosci

AX (U1.15)

Widzimy, ze réwnoczesno$¢ zdarzen nie jest bezwzgledna, w ukladzie nieruchomym te
dwa zdarzenia nie sq jednoczesne.

U.1.3.2 Skrécenie diugosci

Teraz rozpatrzmy inny przyktad. W rakiecie poruszajacej si¢ z predkoscia V, wzdhuz osi
X' lezy pret o dlugosci L'. Sprawdzmy jaka dlugos$¢ tego preta zaobserwuje obserwator
w uktadzie nieruchomym.
Pomiar dlugos$ci preta polega na zarejestrowaniu dwoch zjawisk zachodzacych
rownoczesnie na koncach preta (np. zapalenie si¢ zarowek). Poniewaz zarowki zapalaja si¢
na koncach preta to AX'=L'. Ponadto zarowki zapalaja si¢ w tym samym czasie (dla
obserwatora w uktadzie spoczywajacym ) to dodatkowo At = 0. Uwzgledniajac te warunki
otrzymujemy na podstawie transformacji Lorentza

AX (U1.16)

gdzie AX jest dlugoscig preta L w uktadzie nieruchomym. Stad
Ax=L=L"1-p5° (U1.17)

Okazuje sig, ze pret ma mniejsza dtugosé, jest krotszy.

U.1.3.3 Dodawanie predkosci

W poprzednim punkcie rozwazaliSmy obiekt spoczywajacy w rakiecie. Teraz zajmiemy
si¢ przypadkiem gdy obiekt ma juz pewng predkos¢ Uy’ w ruchomym ukladzie odniesienia
(to jest wzgledem rakiety). Sprawdzimy jaka predko$¢ Uy zarejestruje nieruchomy
obserwator, w ukladzie ktorego rakieta porusza si¢ z predkoscig V wzdluz osi x.
Z transformacji Lorentza wynika, ze

Ax' AX—VAt
= ul.18
oraz
At—lex
At=—_C (U1.19)
=57
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Uzupehienie — Elementy szczegdlnej teorii wzglednosci

Dzielac te rownania przez siebie otrzymujemy

AX v
AX'  AX-=VAt At (UL20)
A AV a1 YA
c c” At
a po podstawieniu U, '= A oraz U, = Ax
At' At
U YV
VU, (U1.21)
1- 2
c
Powyzsze rownanie mozna rozwigzac ze wzgledu na Uy
U = U
X T .
1+ Y95 (U1.22)
C

@ Cwiczenie U.2

Rozpatrzmy dwa samoloty naddzwigkowe, ktore lecg ku sobie po linii prostej. Predkosci
samolotow wzgledem Ziemi wynosza odpowiednio: pierwszego 1500 km/h, a drugiego
3000km/h. Oblicz jaka predkos¢ pierwszego samolotu zmierzy obserwator w samolocie
drugim. Zauwaz, ze poniewaz samolot drugi jest uktadem, wzgledem ktérego prowadzimy
obliczenia to zgodnie z naszymi oznaczeniami Uy = 1500 km/h, a V = -3000 km/h. Ujemny
znak predkosci V wynika z przeciwnego kierunku ruchu. Wynik zapisz ponize;j.

Uy =

Rozwigzanie mozesz sprawdzi¢ na koncu modutu.

U.1.3.4 Zaleznos¢é masy od predkosci

Dotychczas zajmowaliSmy si¢ kinematyka ruchu ciala obserwowanego z dwoch
uktadoéw odniesienia poruszajacych si¢ wzgledem siebie ze statg predkoscig. Teraz chcemy
odpowiedzie¢ na pytanie jak mozna opisa¢ zachowanie ciala pod wplywem sit w sytuacji,
gdy transformacja Lorentza, (a nie Galileusza) jest prawdziwa. Chodzi o to, czy druga
zasada dynamiki Newtona F = dp/dt moze by¢ stosowana i czy zasada zachowania pedu
ma takg samg posta¢ we wszystkich uktadach inercjalnych.
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Uzupehienie — Elementy szczegdlnej teorii wzglednosci

Okazuje si¢, ze warunkiem zachowania pgdu przy transformacji z jednego ukladu
odniesienia do innego jest uwzglednienie zaleznos¢ masy ciata m od jego predkosci V,
danej nastepujacym wyrazeniem

mO
NS LV (U1.23)

Vocl

w ktorym mg oznacza mase spoczynkowa, czyli mas¢ nieruchomego ciata. Zauwazmy
ponadto, ze masa czastki ro$nie wraz z predkoscig 1 zmierza do nieskonczonosci gdy V—c.
Rozpatrzmy teraz ruch ciala pod wplywem statej sity F dziatajacej rownolegle do kierunku
ruchu. Zalezno$¢ predkosci ciata od czasu obliczamy na podstawie drugiej zasad dynamiki
Newtona. Uwzgledniajac zalezno$¢ masy od predkosci (U1.23) otrzymujemy

Ft
My

\1+(thoc)2

Poroéwnanie zalezno$¢ predkosci ciata od czasu dziatania sity w mechanice klasycznej
I relatywistycznej jest pokazane na rysunku Ul.3. W przeciwienstwie do opisu
klasycznego, z powyzszej zaleznoSci wynika, ze czastki nie da si¢ przyspieszaé
W nieskonczono$¢ dziatajac statg sita.

V()= (U1.24)

V/c predkosc¢ klasyczna

predkos¢ relatywistyczna

zakres mechaniki klasycznej
0 — = % = | ; :

Rys. U.1.3. Zaleznos$¢ predkosci ciata od czasu dziatania statej sity w mechanice klasycznej
i relatywistycznej

Zmiana masy z predkoscig zostala potwierdzona wieloma do$wiadczeniami
przeprowadzonymi dla czastek elementarnych.
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U.1.3.5 Réwnowaznos¢ masy i energii

Einstein pokazal, Zze =zasada zachowania energii jest spetniona w mechanice
relatywistycznej pod warunkiem, ze pomigdzy masg i catkowita energia ciata zachodzi
zwiazek

E =mc? (U1.25)
gdzie m zalezy od predkosci ciata V zgodnie z rownaniem (U1.23). To znane powszechnie

rownanie Einsteina opisuje réwnowazno$¢ masy 1 energii. Wynika z niego, ze ciato
W spoczynku ma zawsze pewng energi¢ zwigzang z jego masa spoczynkowa

E, = m,c? (U1.26)

Energie¢ kinetyczng ciala poruszajacego si¢ z predkoscia V obliczamy odejmujac od energii
catkowitej energi¢ spoczynkowa (nie zwigzang z ruchem)

E, =E-E, =mc*-m,c® = (m-m,)c’ (U1.27)

Widzimy, ze mechanika relatywistyczna wiaze energi¢ kinetyczng z przyrostem masy
ciala.

@ Cwiczenie U.3

Sprobuj teraz obliczy¢ predkosé czastki, ktorej energia kinetyczna jest rowna jej energii
spoczynkowej. O ile wzrosta masa tej czastki w stosunku do masy spoczynkowej? Wynik
zapisz ponizej.

m

m

Rozwigzanie mozesz sprawdzi¢ na konicu modutu.

Na zakonczenie zobaczmy jaka warto$¢ przyjmuje energia catkowita, jesli predkosé V jest
mata. Dla matego V réwnanie (U1.23) mozna przyblizy¢ (rozwijajac w szereg) do postaci

m, [ V2 ]
LV 2 (U1.28)
e

Podstawiajac te warto$¢ do wyrazenia na energi¢ calkowita otrzymujemy

m(V) =
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m,V ?

E=m(V)c’ *m,* + (U1.29)

Pierwszy wyraz jest energia zwigzang z istnieniem samej masy (energia spoczynkowa)
natomiast drugi jest klasyczng energig kinetyczng zwigzang z ruchem ciata. Otrzymalismy
rozwigzanie klasyczne jako graniczny przypadek (dla matych predkosci) rozwigzania
relatywistycznego.
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Uniwersalne state fizyczne

Wielkosé Symbol Wartos¢
Predkos¢ swiatta w prozni Cc 2.9979-10° m-s™
Przenikalno$¢ magnetyczna prozni Lo 47107 H'm™
Przenikalno$¢ elektryczna prozni & 8.8542-10 2 F-m™
Stafa Plancka h 6.6262:107* J-s
Elektryczny tadunek elementarny e 1.60219-107° C
Masa spoczynkowa elektronu Me 9.1095-10% kg
Masa spoczynkowa protonu my | 1.6726485-107% kg
Masa spoczynkowa neutronu m,  |1.6749-10%" kg
Stata Rydberga R 1.0974:10" m™
Liczba Avogadro Nay |6.0220-10% mol™
Jednostka masy atomowej u 1.6606-107%" kg
Stata Boltzmanna k 1.3807-102 J-K*
Stata Stefana-Boltzmanna 5.67031-10° W-m> K™
Stata gazowa R 8.3144 J'-mol K !
Stata grawitacyjna G 6.6720-107* N-m* kg™
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Uzyteczne wzory matematyczne

Geometria
Pole okregu nr’
Pole kuli Anr?
4
Objetos¢ kuli Enr3
Trygonometria
sing =2
' r
! cosé’:5
! r
r 1
i y tg@zx
\ | X
0 ] sin@+cos’ @ =1
" | > sin26 = 2sin&cosd
X
+ _
sin(aiﬂ)=2sina_ﬂcosa+’3
2 2
Niektore pochodne
d d d f (x)
—a=0 — (af (x))=a
dx dx( 9) dx
d a d 1
—(x") =nx" —(Inx) ==
dx( ) dx( ) X
d, . d .
——(sin(ax)) = acos ax ——(cos(ax)) = —asin ax
dx dx
d df dg d dg df
—(f+9)=—+—-% —(f-g)=f-"T+g——
dx( 9) dx dx d (T-9) dx gdx
Niektore calki (C = const.)
n+1
jdx:x+C J'x”dx=x +C
n+1
OI—X:InXJrC J.sinaxdx=—lcosax+C
X a
1 .
cosaxdx =~ sinax+C [(FC0+g0dx=[f)dx+[g()dx

]Zf(x)dx: F(x)

Xy

= F(Xz)_ F(Xl)
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