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ANALIZA CZESTOTLIWOSCIOWA
SYGNALOW DYSKRETNYCH
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Spis tresci

1. Zaleznosci pomigdzy analizg czestotliwos$ciowa sygnalow
analogowych i dyskretnych

2. Definicja i wlasnos$ci dyskretnej transformacji Fouriera

3. Analiza czestotliwos$ciowa dyskretnych obrazéw
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Dyskretna transformacja Fouriera

ang. Discrete Fourier Transform DFT
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Biografia lll HJ

Baron Jean Baptiste Joseph AGH
FOURIER (1768-1830) Z wyrdznieniem ukonczyt szkolg wojskowa w Auxerre.

¢

Zostal nauczycielem Ecole Normal a potem Politechniki
w Paryzu.

Napoleon mianowat go zarzadca Dolnego Egiptu w 1798
roku.

Po powrocie do Francji zostal prefektem w Grenoble.
Baronem zostat w 1809 roku. Ostatecznie w 1816 roku
zostal sekretarzem Akademii Nauk a nastepnie jej
cztonkiem w 1817.

W okresie od 1808 roku do 1825 roku napisat 21 tomowy
Opis Egiptu.

Rownaniem ciepta zainteresowat si¢ w 1807 roku. W opublikowanej w 1822 roku
pracy pokazat jak szereg zbudowany z sinuséw i kosinuséw mozna wykorzysta¢ do
analizy przewodnictwa ciepta w cialach statych. Nad szeregami trygonometrycznymi
pracowat do konca zycia, rozszerzajac t¢ problematyke na transformacje catkowa.
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Geneza transformacji sygnatu jednowymiarowego acx
Widmo sygnatu analogowego 5 (n)
T
8.00)=[s, (0 di
o [ T[]
gdzie T jest czasem trwania sygnatu. otz 3 456 T
Wprowadzmy dyskretyzacje s, (1) = s,(nAt)
gdzie: n=0,1,..., N —1
N — liczba probek
gestos¢ dyskretyzacji At =T/ (N —1)
Warto$¢ catki oznaczonej aproksymujemy ,,metoda prostokatow”
N-1
S.(f) = ALY s, (m) e
n=0
5
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Dyskretyzacja w dziedzinie czestotliwosci

S

A
Dyskretne widmo wyznaczamy w punktach

Je =kAf

zardwno dodatnie jak i ujemne wartosci

1 0 1 kHz

Potozenie skrajnych punktow musi: uwzglednia¢ zalozenia tw.
Shannona i wynika¢ z powyzszych zatozen. Otrzymamy zatem dwa

Aby byly roztozone réwnomiernie i obejmowaty

ke{~(N-1)/2,~(N-3)/2,...,(N=3)/2,(N-1)/2}

warunki:
N-1
=—<f =f/2
Jov-ne ZA]CN lfm 1y a2 nich wynika Af:ﬁzT_:At
f(N—l)/z =——AN
2 6
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Prototyp DFT AGL
N-1 ‘
Przyblizone warto$ci widma analogowego S ()= Atz s, (n) e
n=0
) k
obliczamy dla wybranych czestotliwosci Sy =kAf = m

N-1 27
) R R —j——kn
otrzymujgc S,(f,)=8,(k)= Atz sy,(n)e v
n=0

Wprowadzajac oznaczenie

2
wy =e N =cos(2z/N)— jsin(2z/ N)

otrzymujemy warto$ci widma dyskretnego

N -1
Sy (k)= A1) s, (m)yw"
=0
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Odwrotna dyskretna transformacja Fouriera

ang. Inverse Discrete Fourier Transform IDFT

Z widma ciaglego odtwarzamy sygnat analogowy

S
5.0 = [3.())e"df

_fm

Aproksymujac wartos¢ calki ,,metoda prostokatow” spodziewamy si¢ otrzymaé
dyskretne wartosci sygnatu

sy(m)=&F Y 5, (kyw™

gdzie
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Wzajemna jednoznacznos¢ transformacji AGH
DFT IDFT
S,(k)= AtNilsA(n)wk" sA(n)=AfZ§A(k)w’k”

Rozpoczynajac od definicji DFT i podstawiajac do niej IDFT otrzymujemy:

1 R i 1 ~ N-1 .,
SA(n)szsA(k)w & =M w k”At(ZsA(m)wk j =
k k m=0

1 N-1 e
=NZsA(m)Zw“ ' =5,(n)
m=0 k

0 dla m#n
N dla m=n

Wektory o dlugosci 1, stad Z whem = {
k
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Wyznaczanie wektorow macierzy DFT

Dla N-punktowej DFT mamy: W = [ka" ]e cvN

Kolejne wektor wyznaczamy jako: Im(wk(""”))

i —p N
gdzie |w, =e

Wektor przyjmuje wartosci:
2

wy=e N =cos(2r/N)— jsin(2z/ N) wy=e E
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Przyktad - zadanie 1

Tres$¢ zadania: Jakie jest widmo dyskretne sygnatu
s, =[1 0 =1 0 1 01"
jesli gestos¢ probkowania wynosi

At=107s]?

Sygnat posiada N=6 probek. Spodziewamy si¢, ze reprezentuje drgania
kosinusoidalne o okresie

r=4At=4-10"[s]
czyli o czgstotliwo$ci
f =250[Hz].

1
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Przyktad - zadanie 1

Rozwigzanie:
Numery probek  n € {0, 1,2,3,4, 5}

Dyskretne widmo ma numeracje ke {— 2,5;-1,5;-0,5;0,5; 1,5; 2,5}
Gestos¢ dyskretyzacji w dziedzinie czestotliwosci

1 1
A ==
4 NAt 6-107°

=500/3[Hz]

Zatem widmo dyskretne jest obliczane dla czgstotliwosci [Hz]

{—1250/3, —-250,-250/3,250/3, 250, 1250/3}

12
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Przykiad - zadanie 1 AaH
N-1
W oparciu o wzor | §, (k) = Atz s, (myw"
n=0
przy
w=e '3 =cos(z/3)— jsin(z/3) =%—§j
otrzymujemy dyskretne widmo Fouriera
5,=[0 310° 0 0 3.10° of
13
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Macierzowy zapis rozwigzania zadania 1 AGH
N-1 ‘
o s, (k)= At "
S:AtWS gdZie W:[wkn]echN SA( ) ;)SA(H)W
_n 9 -—
2 -25 -5 -75 -10 -125
%

0

0 -15 -3 45 -6 -75
Macierz wspolczynnikow [kn] = g _00;5 _11 _11;5 _22 _22;5
0 15 3 45 6 7,5
0

25 5 75 10 125 |

wyznacza obroty wektora Wg=e *=————]
Numer wiersza & € {~2,5;-1,5;-0,5; 0,5, 1,5; 2,5}
Numer kolumny 7€ {0, 1,2,3,4, 5}

14
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acierzowy zapis rozwigzania zadania 1 o
Dla rozwazanego przyktadu macierz przeksztalcenia ma postac

B 1B 1 BB

| ——t= =) ] =] =

2 2 2 2 2 2 2 2

1 J -1 —-J 1 J

NI N B R B RNV R

1 —+= —+—j j ——+—j ——+=

W=[wk"]= 2 2 2 2 2 2 202

P R U I S I

2 2 2 27 7 T 2 2

1 -J -1 J 1 —-J

31 B 1 B B

5 St—J -] 5t =
2 2 2 2 2 2 2 2]

i otrzymujemy §,=AtWs, =0 3:10° 0 0 3107 of
dla czestotliwosci £ =[-1250/3,-250,-250/3,250/3, 250,1250/3]

15
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Okresowos¢ widma DFT
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N-l
~ ke
Otrzymalismy wzér |54 (k) = AtE  Sa(mwy
n=0

dzi Syeu
gzl wy =e N =cos(2z/N)— jsin(2z/N)

5 k=AY s, (m)eos (mk /N )~ jsin 2k /N )]

n=0

Funkcje trygonometryczne powoduja, ze widmo jest funkcjg o okresie N, tzn.

§a (k+N) =5, (k)
bo

N-1
S,(k) = Atz S, (n)[cos (27mk /' N + 27z'n)— jsin (2znk / N + 27z'n)]
n=0

16

www.agh.edu.pl




Racjonalizacja DFT
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Przyjmujemy k =0,1,2,...,N—1

Skoro dyskretne czestotliwosci fio = kAf

to [f,]=[0.A7 241 .. (N -DAST e RY

Wprowadzamy nowa funkcje dyskretna  §(k) = SAA(k )
t
Przy tych dwoch zatozeniach wzor

N -1
§,(ky=AtY s, (nyw"
n=0

przyjmie ostateczng posta¢ dyskretnej transformacji Fouriera.

17
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Definicja DFT oraz IDFT

Dyskretna transformacja Fouriera (DFT) zdefiniowana jest wzorem

s(k)= gs(n)wk"

a odwrotna dyskretna transformacja Fouriera (IDFT) wzorem

N-1

s(n)= % Z S(kyw™

k=0

18
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Definicja DFT oraz IDFT
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Przeksztatcenie DFT mozna zapisaé macierzowo

s=Ws

gdzie W = [wkn]e cVN

Elementy macierzy W powstaja przez podniesienie do potggi kn warto$ci zespolone;j
2z

w=e N = cos(2z/ N)—jsin(2zx/ N)
przy czym k jest numerem wiersza a n numerem kolumny. Numeracja rozpoczyna si¢
odzerabo  k,ne{0,12,....N -1}
Macierz przeksztalcenia w odwrotnej dyskretnej transformacji Fouriera
(IDFT) ma postac¢

s = LW_IL?

gdzie ‘W‘l = [w—k"]: wh =y eV

Transpozycja zespolona (ang. Hermitian conjugate)
to transpozycja + sprz¢zenie

19
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Wiasnosci DFT

1. Zalezno$¢ pomigdzy widmem dyskretnym a widmem sygnatu
analogowego

S(k) At = 5, (kAS) dla k<N/2

2. Tlo$¢ dyskretnych warto§ci widma jest réwna iloSci prébek
czasowych sygnalu.

3. Gestos¢ dyskretyzacji widma 1 :
AN =——=(T+At)
Vvl U

gdzie At=T/(N-1)

Czestotliwosé cyfrowa: f=

20
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Wiasnosci DFT AGH
4. Szeroko$¢ widma:
Dla nieparzystej ilosci probek
N-1 N-1 (N-1? N-1
= = = = b =
S = Soa =0 o = N T N ° S=77
Dla N — oo otrzymujemy
Smax = fp /2
Dla parzystej ilosci probek
fop o N
s oA 2 2T
21
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Wiasnosci DFT

\

GH

5. Macierz W jest nieosobliwa i symetryczna, jej elementy sa na ogot
zespolone a ich moduly sg zawsze rowne 1. Macierz odwrotna do niej

wh=w=w)"

6. Liniowos¢ DFT, tzn. s, (n) + bs,(n) < as, (k) +b5,(k)|

bo  W(as, +bs,)=aWs, +bWs,

7. Zachowanie energii czyli dyskretna posta¢ twierdzenia Parsevala

gsz(n) =%§ Sk

22
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Wiasnosci DFT AGH
8. Przesuniccie w dziedzinie czasu ~ s(n—n,) <  S§(k) whmo
N-1 N-ny—1
bo ZS(n—nO)wk" =" Zs(m) w
n=0 m=-ny
9. Modulacja
1 N-1
S5y (m) D 8,0m)S, (k—m)
m=0
23
www.agh.edu.pl

\

Przyktad zadania 2
Tres¢ zadania:
Gestos¢ probkowania wynosi  Af = 0,001 [s]- Jakie jest widmo
dyskretne sygnalu ¢ =[2 101210 1]T 2

Rozwiazanie:

2z . .
Obliczamy wg =e s’ =cos(z/4)— ]Sln(ﬂ'/4) = L _]

V2 2

Podnoszac te liczbe do potegi catkowitej otrzymamy tylko jedng z osSmiu
mozliwosci przedstawionych na ponizszym rysunku. Tm(* )

P
N

24
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Im(wk)

dla N=8
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$5(2)
5(3)
5(4)
5(5)
5(6)

/<:
N

5]
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rzyktad zadania 2

Podnoszac te¢ liczbe do potegi catkowitej otrzymamy tylko jedng z osmiu
mozliwosci przedstawionych na ponizszym rysunku.

Przyktad zadania 2 — zapis macierzowy

Ts)]

AGH
1 J
N = _
/2 2
e_ L J
NoRNG)
1 J
R=-—+—"2—=
V22
1 J
A = +
V22

25
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s(D)
s(2)
5(3)
s(4)
s(5)
5(6)

[5(7)]
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Przyktad zadania 2
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Wyliczamy ze wzoru S=Ws
Otrzymujac N wartosci widma

§=[8 04 0 0 0 4 0]

Probkowanie (rozdzielczos¢) czgstotliwosci — Af = i =125[Hz]

NAt

Sygnat ma sktadowg stalg i drgania o cz¢stotliwosci 2 Af = 250[ Hz]

Szeroko$¢ widma wynosi JSmax = J4 =500[Hz]

czyli jest rowna czestotliwosci Nyquista

27
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Przyktad zadania 3

Tres¢ zadania:
Jakie jest widmo dyskretne sygnatu s, =[1 0 -1 0 1 0]"

jesli gestosé probkowania wynosi  Ar =107[s]?

Sygnat posiada N=6 probek. Reprezentuje drgania kosinusoidalne o okresie
T=4At=4-10"[s]

czyli o czestotliwosci [ = 4LAt =250{ Hz].

28
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Przyktad zadania 3
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Rozwiazanie:
Ggestos¢ dyskretyzacji w dziedzinie czestotliwosci wynosi

VR

N Az ZWZSOO/:‘}[HZ]

czyli widmo bedzie wyliczane dla czgstotliwosci

0, L=500/3, L=1000/3
6 At 3At

Zatem, nie trafiamy w czestotliwo$¢ f=250[Hz]

A przeciez z zadania 2 wiemy, ze sygnal zawiera sktadowg stalg i drgania o
okresie 4 [ms], czyli o czgstotliwosci [ =250[Hz]

29
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Przyktad zadania 3 ol
Korzystajac z zapisu macierzowego DFT
A _jz 1 \/§ .
s=Ws gdzie wy=e ° :E_T]
i 1 1 1 1 1 ]

05-jv3/2 —05-j43/2 =1 —05+4/3/2 05+ /33/2
—05-jx/3/2 —05+j43/2 1 —05-33/2 05+ j/3/2
-1 1 -1 1 -1
—0,5+33/2 —05-jv3/2 1 —05+,3/2 —0,5-jv/3/2
05+/3/2 —05+/43/2 -1 —05-43/2 05-j3/2

—_ = e e e

30
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Przyktad zadania 3
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Wyliczajac widmo sygnatu

5=[1 1+/43 1-jV3 1 1+ /43 1—]\/3]’

Oraz widmo amplitudowe

=1 2 21 2 2f

§

A przeciez sktadowej stalej 1 czgstotliwosci 167 [Hz] oraz 333 [Hz]
nie ma w sygnale! Jest tylko 250 [Hz].

Czy otrzymaliSmy poprawny wynik?

31
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Dwuwymiarowa ciggta transformacja Fouriera - reviSkd

Widmo czgstotliwo§ciowe obrazu analogowego zdefiniowane jest wzorem

§(fof) = [ [5Ce e dxdy

—00—00

§(fx,fy) = T Ts(x, y)cos(Z;z(fxx + fyy))dxdy - jT Ts(x, y)sin(Zﬂ(fxx + fyy))dxdy

—00—00 —00—00

Widmo rzeczywiste w trzeciej ¢wiartce jest kopia widma z pierwszej i podobnie z czwartej jest kopia z drugiej.
Widmo urojone w trzeciej ¢wiartce ma przeciwny znak niz widmo z pierwszej i podobnie z czwartej, przeciwny znak
niz w drugiej.

Odtwarzanie obrazu analogowego z jego widma czestotliwosciowego dokonywane

jest przy pomocy wzoru o e ts)
A 7 j(fex+f,
s = [ [$¢f. £y df,

—00—00

Wzory analogowe wykorzystamy do wyprowadzenia dyskretnej

transformacji sygnatéw dwuwymiarowych, czyli 2-D DFT.

32
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Geneza dyskretnej transformacji obrazéw

Obliczajac przyblizone wartosci catek oznaczonych

S(foof)) = I Is(x,y) eI g dy

—00—00

sy = [ [$Cfo 1) 0, df,

—00—00

otrzymujemy
Salkook) = AXAYY Y s, (1) W)™

v

Sp (nx , l”ly) = Afx Afy z Z§A (kx , ky) w;kxnx W;kyny
s

Przyjmujemy k =0,1,2,..,N, ~1 oraz k =0,.2,..N, -1
Sy(kysk,) S(kAfLKAS)

AxAy AxAy
33

i wprowadzamy nowa funkcje dyskretna Sk k)=
x>y ) ™
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Dyskretna transformacja sygnatu dwuwymiarowego
Przy tych dwoch zatozeniach otrzymujemy nastgpujace wzory

Dyskretna transformacji Fouriera obrazéw (DFT 2D)

Nl N,

ek )= 5 Sl ot

n,=0 n,=0

Odwrotna dyskretna transformacji Fouriera obrazow (IDFT 2D)

| Nt N
— 3 —n.k, —nk
s(nx,ny)— z ZS(kx,ky)wx w,

NN, iZ k0

27 j 2z
iy i
: N
gdzie wo=e w,=e

34
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Macierzowy zapis 2-D DFT ll”m

s=w.ow] (5] = i

. _ N xN, A A N.xN,
gdric s =[s(n.,n)]e R §=[stk, k)]e ¥
k N xN e, N,xN,
Wx:[w)':xx]ec x XNy W:[WnJJJGC y* Yy
y y
k.,n =0,.,N -1 k,,n,=0,.,N -1
k, numer kolumny macierzy n, numer kolumny
n_ Numer wiersza macierzy k , humer wiersza

W oraz Wy sa macierzami symetrycznymi

35
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Przyktad 2-D DFT

original image

Widmo amplitudowe z pierwszej ¢wiartki jest identyczne jak widmo
z trzeciej 1 podobnie, w czwartej identyczne jak w drugie;j.
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Przyktady 2-D DFT

Obraz DFT po X
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