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Szybka Transformacja Fouriera

(ang. Fast Fourier Transform - FFT)
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1. Nieefektywno$¢ obliczeniowa DFT
Usprawnienia zaproponowane przez Cooley’a i Tukey’a

Szybka transformacja Fourier’a
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Cechy charakterystyczne procedury
obliczeniowej DFT
Obliczenia DFT mozna zapisa¢ w postaci macierzowej
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S > L o« N T s
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Przykiad dublowania obliczen
Obliczenia DFT mozna zapisa¢ w postaci macierzowe;j
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Wiynika stad

§(O)=S(O)+S(2)+S(4)+s(6)@(s(l)+S(3)+S(5)+s(7))

5(4) = 5(0) +5(2) +5(4) + s(6)HNs (D) + 5(3) + 5(5) + (7))
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N-1

§(k)=Y s(n)wy| edzie

n=

zespolone (stad 2).

wy =e

Dyskretne widmo jest obliczane przy pomocy wzoru
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Przyktad dublowania obliczen

Obliczenia DFT mozna zapisa¢ w postaci macierzowe;j
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Wynika stad

5(2) = 5(0) = 5(2) + 5(4) = s(6){¥) (= s(1) + 5(3) = 5(5) +5(7))

5(6) = 5(0) = 5(2) +5(4) = s(6) (= s(D) +5(3) — 5(5) + (7))

Nakiad obliczeniowy dla
dyskretnej transformacji Fouriera

2N? mnozeh bo: jest N sktadnikéw sumy (ze wzgledu na n), jest N
rownan (ze wzgledu na k) i sa to mnozenia liczb rzeczywistych przez
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Cooley i Tukey 1965 rok |
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Dla poprawy efektywnosci, przeprowadzmy obliczenia osobno dla probek
o numerach parzystych i osobno o numerach nieparzystych. Otrzymamy

N-l N/2-1 NJ2-1
s(k)= Zs(n)w}'i," = z S(27’1)W]2Vnk + ZS(Zn +1)W](\/2n+1)k
n=0 n=0 n=0
Nj2-t Nj2-1

= > s@uwy, +wy D sQ2n+Dwy),

TN VY

$(k)=3$,(k)+wys,(k)| dla kef{ol..N/2-1}

27 Ar

. _ . 2 _ _/W
gdzie w, =e natomiast  wy =w,, =e€

A co z wartociami dla k € {N/2,...,N —1}?
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Okresowosc¢ widm dyskretnych ;..
Otrzymalismy |$(k) =35, (k) + w35, (k)

Widma zarowno dla probek o numerach parzystych jak i nieparzystych
s funkcjami okresowymi, tzn.

J(k)=3§,(k—N/2)
(k)=3,(k~N/2)

Ly >

Dodatkowo zauwazmy, ze

Iml

R
)
=T
=
)
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Na przyklad dla k=8 i N=8 wh =1 Re(w")
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Wzor wynikajacy z okresowosci funkcji dyskretnych
Z warunkOw
S (V=5 (k—N/2
‘S:\p(k) ‘ip(k N/2) oraz Wzlf/ :_W;cv—N/2
§ (k)=§,(k-N/2)
wynika, Ze
S(k)=3,(k)+wys, (k)
co jest rownowazne
S0 3, (k)+whs, (k) dla k=0]...N/2-1
S =
§,(k=N/2)—wy"?5,(k—=N/2) dla k=N/2,.,N-1
9
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Efektywnosc¢ algorytmu

\

Liczba mnozen w otrzymanym wzorze

) §, (k) +wi$, (k) dla k=0,1,...N/2-1
S =
§,(k=N/2)—wy"?5,(k—=N/2) dla k=N/2,.,N-1

wynosi  N?+2N

bo zaréwno § (k) jakis, (k) dla k=0, 1, ..., N/2-1 wymaga 2x 2(N/2)?
mnozen i dodatkowo trzeba wykona¢ 4(N/2) mnozef dla wi§ (k)
(mnozenie dwoch liczb zespolonych!).

Przedstawiony algorytm jest bardziej efektywny jesli spetniona jest nierdwnosc
2N? > N?+2N

czyli musi by¢é N > 2, a przeciez tak jest zawsze!
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Szybka transformacja Fouriera g,

ang. Fast Fourier Transform - FFT

Dla zwigkszenia efektywnosci obliczen, przedstawiony schemat mozna zastosowac
do obliczenia widm dla probek parzystych i nieparzystych, a rowniez i dale;j.
Wymaga to dzielenia iloci probek przez 2. Cooley i Tukey przyjeli N =2".
Stosujac M - krotnie podzial na probki o numerach parzystych i nieparzystych, na
koncu otrzymujemy dla N=2

5(0) = 5(0) + s(1)
$(1) = s(0)— s(1)

s(0)

5(0)

L5
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Szybka transformacja Fouriera AGH

ang. Fast Fourier Transform - FFT

W wyprowadzeniu schematu obliczen FFT, korzystamy ostatecznie
Z wzoru

0 §, (k) + w3, (k) dla k=01..,N/2-1
S =
§,(k=N/2)+wys,(k—=N/2) dla k=N/2,..N-1
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Schemat motylkowy FFT z podziatem probek acn

w dziedzinie czasu
W D»5(0)
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Schemat motylkowy FFT z podziatem probek acu

w dziedzinie czasu
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Schemat motylkowy FFT z podziatem prdobek acu
w dziedzinie czasu
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Schemat motylkowy FFT z podziatem probek acu
w dziedzinie czasu
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Schemat motylkowy FFT z podziatem probek acn
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5(0)
s(4)
5(2)

5(6)»

s(1)
5(5)
s(3)
s(7)

w dziedzinie czasu
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Przykiad obliczenia FFT

Oblicz FFT dla nastgpujacego sygnatu: s(n)

5(0)
s(4)
s(2)
5(6)
s(1)
s(5)
s(3)
s(7)
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Otrzymane widmo sygnatu to: §(k)
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N 0 RNV
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5(0)=
s(1)=
$(2)~
$(3)=
$(4)
$(5)=
5(6)~

$(7)=0
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Schemat motylkowy FFT z podziatem probek aqx
w dziedzinie czestotliwosci

D n s(0)
X.&m
—3O»2)
Z;ﬁ:ﬁ(ﬁ)

‘ . -\f:' Xé}ﬁs }
wy =) w3 . 6(7)

19

www.agh.edu.pl

[

b ——

Operacje motylkowe o
przela\ieg 1 przela&eg 2 prze/lzieg 3
s(0) X 0 * 0 * o $(0)
s(1) N - r%@zl 2(4)
52) ANV >Q<W S 32
s(3) N AR >1@ " 56)
SR 64,9 I
© LM NPT <
5(6) / /\Wg ><>< w) erupal W, )
() /o N e g
grupa 0 W grupa 1 W grupa 3 W,
=i

Uproscimy wykorzystujac "
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Operacje motylkowe

w];/ - _W;:[_N/z AGH
przela\ieg 1 przeE)\ieg 2 prze)t\ﬁeg 3
s(0)  + 3(0)
(1) ANV = 30
s(2) \ / Wy ><><: gt @)
. 4 . 5
s(3) XX/ w o ~N L 5(6)
oru u
sy we YOO8 T o e o 3(1)

s m XX N )
$(6) W / /\\41 o ><>< grupa2 -l $03)
D e /S Now T w50

grupa 0 grupa 1 grupa 3
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Efektywnosc¢ operacji motylkowych acx
Liczba probek N =2,

Pozioméw jest M =1g, N a na kazdym z nich N/2 operacji motylkowych.
Czyli ostatecznie mnozen (na ogdt liczb zespolonych) jest

4M%= 2Nlog, N

Reasumujac, liczba mnozen dla dyskretnej transformacji Fouriera jest
proporcjonalna do drugiej potggi ilo$ci probek, a dla szybkiej transformacji
Fouriera proporcjonalna do iloczynu ilosci probek i logarytmu z ilosci probek.

v v W

v v v DFT ~N?
v v v FFT ~ Nlog, N
Vv ¥ W
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I‘ Poréwnanie efektywnosci DFT i FFT m

Liczba mnozen DFT i FFT dla N probek Aok

N 4 8 16 32 64 128

2N? 32 128 512 2048 8192 32768

2NIg, N W 16 48 128 320 768 1792 Y

X
10

1.4 2N2

s 2Nlog, N v

50 80 100 23
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