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FILTRY ZE SKONCZONA ODPOWIEDZIA
IMPULSOWA (SOI)

ang. Finite Impulse Response (FIR)
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Przyktad filtracji dolnoprzepustowej AGH

s1(t) §|(£) = hi(t)
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B Ao oo
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Graficzna prezentacja filtracji

GH
Swe
N [ ] °
s (m) =" h,s" (m—n) h) °* o
n=0
o [ ]
W) t
S
N — rzad filtru
[ ] [ ] [ ]
L * ¢ [ ]

t
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Graficzna prezentacja filtracji AGH

5" (m)

N
N —rzad filtru s"(m) = Zhnswe (m—n)
N +1 — liczba wspotezynnikow filtru n=0
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Definicja filtru FIR w dziedzinie czasu AGH
s"(m) s (m)
5"(2) 5" (2)
N
" (m) =2 h,s" (m—n) s" (m)=h, *s"(m)
n=0

6
www.agh.edu.pl



|

Definicja filtru FIR w z-dziedzinie AGH

s"(m) = ihnswe(m -n)

5 (z)= sty (m)yz™ = Zihnswe(m—n)z_m =

m n=0

N N N
=D R s (m-n)z" =Y bz () =" (@)D bz
n=0 n=0 n=0

m

5 (z2)=H(2)5"(2)

57 (2)
57 (2)

H(z)= th H(z) =
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Filtracja dyskretnego impulsu Diraca

Sygnat wej$ ciowy

s
0.8}

0.6}

0.4}

0.2f

r\5 o O g S 1’6 2 N

’ wy — we _

Sygnat wyj$ ciowy s (m) zhns (m n)

0.6 r n=0

0.41

ool T T Stad A, to tzw.

W ooool® |6 o %0000 odpowiedz impulsowa
_0-2_5 0 5 10 15

Dyskretny impuls Diraca = hy, hy, h,, ..., hy, 0,0, ...
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Liniowos¢ filtrow FIR AGH

s (m) = ih,,swe(m —n)

5™ (m) = s} (m) + Bs;* (m)

" (m) = Zhn [aslwe(m—n) +,Bs2we(m—n)]
=a) hs"(m—n)+ B> h,s(m—n)

s7(m) = as” (m)+ fs,” (m)
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Charakterystyki czestotliwosciowe filtrow FIR  ac
N
s (t) =) h,s"™ (t—nAr)
n=0
§7(f)= [s™ @0 dr = jf h,s™ (t —nAt)e 7" dt
:Zhné‘we(f)efzﬂ'jant szAtzf/fp
) D e H(f)= A(f)e' "
H(i): Awe — :zhne - — — '
i (i) 0 H(z) = ‘H(z)‘ i ejé’(l)
Im(H(f))
N ©Of) ==
%j n =7 Re(H(/))
=L H() =2z RIml(j[H(f))
n=0 0(f)=arctg =

Re(H(f))
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Filtry FIR z liniowg charakterystykg fazowg acu

H(f)=A(f)e' "

Im(H(f))

dla 9(]_()=—27Z']_(T tg(@(i))=m

H(f)= ihn e L = ihn cos(27 f n) —jihn sin(27 f n)

_Zhn sin(27 f'n) o (2 f ) - ZN:hn sin(2z f n)
2O ) = - el
Dh, cos(27 [ n) COS(Zﬂz T) Dh, cos(27 f n)

vfelo1/2] "

1
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Filtry FIR z liniowg charakterystykg fazowg aeu

3 hn[sin(2ﬂ£ r)cos(2z f n)—cos(27x f 1) sin(27r£n)] =0

n

sin(a — f) = sin(a)cos(f) — cos(a) sin( B) vfelo,1/2]

ZN:hn sin(27z Sz n))= 0 Vfel0.1/2]

dla h = hN_n T=

N
2

Czyli kat nachylenia charakterystyki fazowe;j
a =-—arctg(2znr) =—arctg(z N)

12
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Filtry FIR z liniowg charakterystykg fazowg acu

ZN:hn[sin(br f 7)cos2x f n) - cos(2x f 7)sin27 f n)] -0

ﬁ:hn sin(27/(z=n))=0 vreo.1/2]

da b, =h,_, =
2
Sprawdzenie dla N parzystego
N/2
> [, sin(z (& =m)+ by, sin(2z £~ N+m)]=0
n=0
N/2

> [, sin(2rf & —n)-hy, sin2z & -n))]=0

|
(=1

13
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iltr z liniowg charakterystykg fazowg AGH
dla N nieparzystego

F

N-1

H(f) —2¢ "IN i hy, cos((Zn—N)ﬂz)

]

N-1

N .
H(f)=Y he ™"
n=0

2
A(f)=2 3 Iy cos(2n—N)z z)l
n=0

o(f)=—7N f
dla: £6[0,1/2] H(i)zA(i)ejﬁ(z)

14
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Filtr z liniowg charakterystykg fazowg
dla N parzystego

>
o
-

Ny

H) ="\ hyya +2° S by cosl(2n- Ny f)
f P f
N

1 Ny

AF) =]y +2 5 h, cos((2n-N)zf)
/ Py /

of)=-zNf

dla: 16[0,1/2]

H(f)=A(f)e™"

1
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Przykfad filtru z liniowg charakterystykg fazowg acx

N-nieparzyste

H(Z)ZA(J:)ejFazaA(}:) =| H(Z) |ejFazaH(£)

h(n)

f,=8kHz
Aff)
10100 20:00 30:00 4000
f[Hz]
N S B
Faza,(f) & 0 N\\ |‘ \\
e Lo RS

0 1000 2000 3000 4000 0 1000 2000 3000 4000

f[Hz]
Na wykresie fazy czarne poziome linie oznaczaja
ielokrotnos¢ -2n
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f[Hz]
Na wykresie fazy czarne poziome linie
oznaczajq poziomy +7 Oraz -
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Przyktad filtru z liniowg charakterystykg fazowgacs
N-parzyste

1
L A Al S A iFaza 4(f) iFazagp (f)
h[n] EF e wes B _ J AJ) _ J H\J
oyl A H(f)=A(f)e = H(f)le
0 [ P R
s ®
05 H H H
2 4 6 8 10 12 14
n
3 1 3
] T S
Af) IH{®I
IR NG e
71[] 1U‘l]l] ZU‘UU 30‘[][] 4000 nU WEIIUU ZUIUEI 3000 4000
f[Hz] f[Hz]
Dz S e 4
C1 \, . Y
rean, i [ Faay,
A TR Bt N R N
20 fremmr e e e R P
Ay T z0 mw 4000 e Wz sw 4000
[Hz] [Hz]
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Filtry FIR z afiniczng charakterystykg fazowg ***
0(f)=-"2nfr+a
T= % o= ig
hn = _hN—n
18
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Filtr z afiniczng charakterystykg fazowg dla  aeu

N nieparzystego

N-1
~zjNf-7jl2 &

> hy, sin((2n —N)HZ)

n=0

H(f)=2e

N-1

A =2 3 hysin(2n— Nz f)
H=22 f

O(f)=-zNf-zn/2 da: 16[0,1/2]
O(f)=-nNf+r/2 da: fe[-1/2,0]
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da: fe[0,1/2]

H(f)=A(f)e™"
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Filtr z afiniczng charakterystykg fazowg dla acu

N parzystego

N

2
> h, sin((Zn - N)?[i)

n=0

-njNf-7jl2

H(f)=2e

N

Af) =23 hysinl(2n—N)zf)

n=0

Of)=-aNf-n/2 da: fe[0,1/2]

0f)=-2Nf+z/2 da: fe[-1/2,0]
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dla: 16[0,1/2]

H(f) = A(f)e™"
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N-nieparzyste

04

/\

-
02 *
hn]
0 % N
0.2 L
R T R S BT
2 i 15
1 AN 1
Al /__/ N

/

R WA LVax
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0 4
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-10
—— Faza () ‘
Faza,(f) H N
4 \\
20 = E
N N
30 4
0 1000 2000 3000 4000 0 1000 2000 3000 4000
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Przyktfad filtru z afiniczng charakterystyka
fazowg, N-parzyste
hn] Uz . . TR
1 A~ ; o\
Al & e | r~ %
4 . V
ﬂﬂ 1000 fZ[ﬂ)_l:ﬂZ] 3000 4000 40 1000 fZ[ﬂl_ﬂ|ﬂz] 3000 4000
M - \ N N
FazaA(Ti's0 Faza,(f) ‘ ‘\\ N
< N\ -
o 1000 fZ[;]_(:g] 3000 4000 0 1000 fz[;fgl 3000 4000

Przyktfad filtru z afiniczng charakterystykg fazowgaeu
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filtry rzedu parzystego filtry rzedu nieparzystego

01234 n 0123 n

\
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Projektowanie filtréw typu FIR

Cztery typy symetrii odpowiedzi impulsowych aen

z liniowa
charakterystyka
fazowa

z afiniczna
charakterystyka
fazowa

23
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Zatozenia projektowe w dziedzinie czestotliwosci Ae#
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Projektowanie filtrow przy pomocy .,
szeregoOw Fouriera
Wspolcezynniki szeregu Charakt.erys,tykj o
trygonometrycznego Fouriera czestotliwosciowe spelniaja
warunki
za ~ —27jfn
H*(f)= Y he ™™ [ ()| = | - )
oblicza si¢ ze wzoru o (i ) =6 (—i )
12 A Zespolona charakterystyka
zad 2zjfn
h, = I H™(f)e ” df czestotliwosciowa filtru ma
2 postac
Ten wzor jest odwrotng N anjfn
transformacja Fouriera | H(f)= Z_:; he "=

26
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Projektowanie filtréw przy pomocy

7 . AGH
szeregow Fouriera
Wspotezynniki szeregu OdpowiedZ impulsowa
trygonometrycznego Fouriera spelnia warunki A, =0 dla:

n <0 bo filtr ma by¢ przyczynowy

Hzad (z) _ Zhnefhrj[n

n > N bo filtr ma by¢ skoficzonego

] ) rzedu
oblicza si¢ ze wzoru
112
P win Zespolgna ?harakterystyka
n = (i )e i czestotliwosciowa filtru ma
-1z postac
Ten wzor jest odwrotna o N B o i
transformacja Fouriera | ()= Zo €
p

27
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rojektowanie filtréw przy pomocy ,.&
szeregoéw Fouriera

f I ] [Faza(H“d)[ ] r I

5 o 0.5
fifp ifp

hir) ®

lHZadl

= - IS

&k N o ~ -

o 05 o 0.5
ffp fifp
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Projektowanie filtrow przy pomocy odwrotnej DFT acH

Skoro U
b= [H*(f)e™""d f
-1/2 o -
to 1 N . i
h,=—— Y H*(k/(N +1 N
n N+1k§o (k/(N+D)wyh
e
n=0,.,N Wy, =e M

29
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Projektowanie filtréw przy pomocy DFT  acn
4
_|Hzad| Faza(Hzad) '
1 LT T 2 B .
Ogmes - sssssess
05
2
0 -4
0 0.2 0.4 0E 0.8 1 0 0.2 0.4 0E 0.8 1
fffp fffp
06 h(n).
04 B
0.2
L L
D.".-"--"-.."..
L] L
04
o 30
4
1 2
a
05
2
0 -4
0 1 0 0.2 0.4 0B 0.8 1
fffp fffp
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_K H(f)= Zhe“f

ryterium w przestrzeni

TN <> Qo”’:mhinQ L%V(O,l/2)

1/2

Qg+, hy) = j WOH™ () -H( ) df  W()=20

1/2 N-1)/2

Ohgses by 1)) = JW(f)H (f)—2e i Zh cos(ﬂf(2n+l)1 df

h={h,:n=0,.,(N-1)/2] H) = A(f)e' ™D

{ [{db - va-alo-o o harl < g <

www.agh.edu.pl
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ryterium w przestrzeni

>E

E(f) =W 4 (1)~ A() C,(0,1/2)

0 = maxE(f)
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Przyktad metody Parks-McClellan 1972 rok acx

E(f) =W (4™ (/) Af))

o = mhin m?x‘E f )‘

Algorytm Remeza 1957 rok

Evgeny Yakovlevich Remez
(1895 na Biatorusi 1975 w Kijowie) odchylki 5=0,18

33
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Przyktad metody Parks-McClellan 1972 rok aex
0" =minmax|E()]  E() =N[4 () - 4())
\ ‘ Algorytm Remeza
l® \ ws f 1957 rok
[I; \ |
. 0.1 EIZf/fan 04 05 ) 01 DZf/prlﬁ 04 05
(PR YA
A g5 \\ Err ‘\ I \\ \'A"A"A‘
0 o Na czerwono
55 0.1 nzf”pna 04 05 024 Vm Vnzf” 03 04 05 zaznaczono pasmo
NAMARN jogo waga jes
E D\ \ ‘ ’\ I \ hin) | /\\ taka sama jak dla
BAYERYRITAVR NEPERN pasma
0% Vnw Vnz \)3 u{ 05 % 5w 10 VWS Eil przepustowego
f/fp n

Odchylki E 5=0,194 "
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Przyktad metody Parks-McClellan 1972 rokK aeu

0™ =minmaxE(N)| - |E() = W()(4™ (1) - 4()

Algorytm Remeza
1957 rok

A os Er o AP S
o - 02 \/ v Na czerwono
b 01

zaznaczono pasmo

o 02 i} 04 05 o1 02 03 04 05 R .
fifp fifp przejSciowe
0. 06 R .
AN Fesie
e v he 5, taka sama jak dla
= \/ W v \/ \ r s pasma zaporowego
e - %

Odchylki E 8=0,194
35
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Twierdzenie Czebyszewa

Jezeli  A(f) = 2% h, cos((2n+ D f )
1istnieje conajmnigoM +2 czestotliwosci
0<]_‘1 <£2 <---<£M+1<£M+2 <0,5
takich, ze E(Li)Z_E(im)
dla7=7,.., M+17 oraz
‘E(L)‘ =0 = max

0</<0.5

E(f)|
dla7=7,..,M+2,

to wtedy i tylko wtedy istnieje jeden zestaw wspotczynnikow hy -+, h,,

dla ktérych & osiaga najmniejszg wartosé.

36
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rzyktad — FIR metodg Remeza

Filtr pasmowy zaprojektowany metoda Reeza

Impulse response samples

— Ideal
—— remez Design 0.26F

208 =
B &
2 |
= = ° °
= E
05 £
< < 008 4 (L l b
04 o
0.15
02 02p
025
0 L L L . L L L L L L L L I I I
0 005 01 016 02 02 03 03 04 045 05 5 : ' : T % 1 w0

F
reduency Time index n

37
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Optymalizacja w przestrzeni b4
(0,1/2) €(0,1/2)
1 1
b
Odpowiedz o ® 6 o © ok P T) T) P S
impulsowa
T2 s 4 s 0 1 2 5 4 s
1.5
15
Ch-ka ' 1
amplitud.  °® 0.5
0o 01 02 03 04 00 01 02 03 04
2 4
2
Ch-ka 0 2
fazowa y
2o o7 os o2 0 01 02 03 04
Czestotliwosé l Czestotliwos¢ i 3

‘
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ptymalizacja w przestrzeni

—
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liniowego

AN(f) =< A(S)<S A (f)+6

1+8,

(A
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Projektowanie metodg programowania

AGH
d
E(f) = 47 ()~ A(f)
*(0,1/2) c(0,1/2)
A [
A il
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 03 035 04 045 05 ) 0 0.05 01 0.5 0.2 0.25 03 0.35 04 045 05
flfp flip
; ~ I /
E E
. N \_,
0 0.05 0.1 0.15 02 0.25 03 035 04 045 05 0 0.05 01 0.15 02 025 03 0.35 04 045 05
flfp fifp
0.
i)
- /"/ \»\ L4 o) '//»/ \"\\‘
] Ny
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 o 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
n n

A(£)+52Az"d(£)
—A(£)+52—Azad(i)
j_‘k E[O 0,5] dla k=12,...K

40
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Macierzowy zapis programowania liniowego acu

A(S)+82 4 (f) Ax>b
—A(£)+52—Azad(£) =cTx
[ cos(x ) cos@Grf) - cos(Nzf) /27 W A*(f)
cos(zf ) cos(3zf ) cos(Nzf ) 1/2 :l . A*(f )
—cos(zf) —cos(3rf) - —cos(Nzf) 1/2 h' REVENTS
|—cos(zf) —cosBzf ) - —cos(Nzf ) 1/2] 5 | _—A”d (S
4

1
GH

Przyktadowe odpowiedzi impulsowe filtrow

b ——

[~ hir) dla FOP

Dolnoprzepustowy
(OP)

Gornoprzepustowy
(GP)

{—# h(n dla FPP

_____________________________

Pasmowoprzepustowy gl .e-#:%.

@)

05
1] 2 4 & g 10 12 14 16 18 20
n
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Filtracja 2-D FIR AGH

www.agh.edu.pl
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Praktyka filtracji 2-D AGH

Dwa filtry
jednowymiarowe
zastepuja filtr

) dwuwymiarowy

I\/
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Graficzna prezentacja filtru 2-D FIR AGH
s Mg \ oW
Il \\\
X : : ) ——— ho,o
X ,y\\ - hy_, //
45
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- Definicja filtru 2-D FIR

s (k)= h,, s"(k—m,l—n)

b ——

§(z,,2,) = ZZSW (k,Dz z)
ko1
57 (z,2,)= Z th’nZste(k—m,l—n)z;kz;l
( k1

m,n) €R,,
—wy _ —-m _—n—=we
57(z,,2,) = Zth’nzx z,"s"(z,,z2,)
(m,n)eR,
_ -m _—n
CICREREDIDWNENES
(m,n)eM™

s (z,,2,)=H(z,,2,)5"(z2,,2,)

46
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Charakterystyki czestotliwosciowe bt

filtru 2-D FIR

27 2ﬂ'jf, — -m_-n
By R B A I O ST ) N

=27 j(fym+f,n) i0(fe:fy)
H(Lﬂﬁ): Zzhm,ne Jfmfy :A(L,&)ef Jofy

(m,n)eR,

Im\H (/.. f,)
9(&,&)=arctg RelH(f 7)

{ReZ(H(é,zy_)F Imz({i(g,fy))

Im(H(&,&) ) —sin(d) dla €=0

Ao /)=
Re(H(&,&)) dla =0

47
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Filtry 2-D FIR z liniowg charakterystykg fazowapeu

0. f,) = -27(fir. + f,7,)
2.

=0

h, ., sin(27r(£m + &n))

3

tg(— 27z(f_xrx + er )):

D= -

hm’ncos(27r(£m + &n))

LM<

3
I
o

n
N

SSh,, sin24f (r,=m)+ £ (r,-m)=0 VLot e01/2]

m=0 n=0

Ty=N/2 2-x:]‘l/z

hm,n = hM—m,N—n

48
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Filtry 2-D FIR z afiniczng
charakterystykg fazowg

>

GH

0(for ) =-27(/.7, +£Ty)i%

fihﬂm cos(27r[]_’x(z'x —m+f (1, —n)]) ~0

m=0 n=0

T, =M)2 r,=N/2 v f.f, €l0,1/2]

hm,n = _hM—m,N—n

www.agh.edu.pl
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Filtr dolnoprzepustowy w kierunku y
wszechprzepustowy w kierunku x
faza liniowa w obu kierunkach

AGH
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Filtr doInoprzepustowy w kierunku x bt
wszechprzepustowy w kierunku y
faza liniowa w obu kierunkach
08 08
07 0.7
x 0.6 06
0.5 05
04 04
03 03
0.2 0.2
0.1 01
modut
‘<< 0102030405
fx/fpxb?mh '”MmM:/f«py
51
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Filtr dolnoprzepustowy w obu kierunkach AGH
faza liniowa w obu kierunkach

0.8
07
06
0.5
0.4
03
02

01
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Filtr pasmowo-przepustowy w kierunku x ¢,
dolnoprzepustowy w kierunku y
w kierunku x faza jest afiniczna

08
07
06
05
0.4
03
02

01
0

0
'“%9%«

Drey,
i/ fpx

05
7020304

b5 o Iioy

53
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Filtr pasmowo-przepustowy w kierunku y ;.4
dolnoprzepustowy w kierunku x
w kierunku y faza jest afiniczna
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