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Definicja z-transformacii
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Z-transformata jest szeregiem Laurenta

0

s(z)= Zs(n) z"

n=-w

gdzie:
s(n) sg wartosciami dyskretnego sygnatu,

z jest zmienng zespolona, tzn.

Ideg¢ z-transformacji znat Pierre Simon de Laplace (1749 — 1827).

W roku 1947 transformate wykorzystywat Witold Hurewicz (Lodz 1904
— zmart w Meksyku 1956).

W roku 1952 John Ragazzini i Lofti Zadeh nadali jej obecng nazwe.
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Odwrotna z-transformacja

Mnozgc obustronnie |5(z) = is(n) z™"

n=-w

przez zF! iliczac catke okrezng po dowolnym zamknietym konturze K
zawierajacym wewnatrz 0, otrzymujemy
§§ (2)z"'dz = § z s(n)z"""dz.
K K n=—»
Zmieniajac kolejnos¢ catkowania i sumowania otrzymujemy
§§(z)zk_ldz = Z s(n)j; 2z,
K == K
Wykorzystujac zaleznos¢
i;zk*lf"dz =

K
otrzymujemy ostatecznie

25 gdy k=n
0 gdy k=#=n

s(n) = % § 5(2)z"dz.
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Obszar zbiezno$ci z-transformaty
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Zbiezno$é szeregu |5(2)= D s(n)z”"| jest zalezna od wartosci sygnatu.

n=—0

Najczesciej dla przyktadow podaje sie nastepujace obszary zbieznosci:

Imz ‘Imz Imz

- 1
Re z kJ Re z \/ Re z

|z|<r |z|>r ri<lzl<r,

r;
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Praktyka odtwarzania sygnatu

W praktyce trudno jest postugiwaé si¢ wzorem

s(n)= %jfi;f(z)z”_ldz

definiujacym przeksztatcenie odwrotne. Latwiej jest obliczac¢ kolejne
wspolczynniki szeregu Laurenta

5(2)=-+5(-2)2" +s(=)z+50) +s(D)z " +s(2)z7 + -+,

czyli korzystaé z definicji |5(z)= Y s(n)z™".

|
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Przykfad 1: z-transformata impulsu Diraca aeu

Korzystajac z definicji = |s(z) = ZS(I’I) z",

n=-ow

mozna wyliczy¢ z-transformat¢ dla dyskretnego impulsu Diraca

1 dla n=0
o(n)= .
0 dla n#0

Natychmiast otrzymujemy B
5(z)=1

a obszar zbieznosci jest zbiorem liczb zespolonych, czyli

zeC(C.
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Przyktad 2: z-transformata skoku jednostkowegoaeu

Aby obliczy¢ z-transformate skoku jednostkowego

0 dla n<0
u(n)=
1 dla >0 0.

1 ®

o

skorzystamy z definicji |5(z) = ZS(I’I) z",

— 5 0 5

otrzymujac szereg geometryczny

ﬁ(z)=227" =l+z'+z72 +-,
n=0

ktérego pierwszym wyrazem jest @, =1 ailorazem g=2z"".

u(z)=lim ZN:Z'” =

Nooo = l—q_z—l'

Szereg ten jest zbiezny do a _ z

Warunek zbieznosci |q| <1 wyznacza obszar zbieznosci |z| >1
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Graficzna prezentacja z-transformaty ~ aeu
skoku jednostkowego

lia(z)|
9
1 ® 8
7
0.5 6
5
o o o o 4
5 0 5 3
2
0 dla n<0 '
u(n) = R
1 dla n=>0 4

4 0 2
4y 2 Rez

i(z)=—— dla |zg]>1
z—1
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Przyktad 3: z-transformata sygnatu wykfadniczego *<"

Do obliczenia z-transformaty dla sygnatu

. 0 dla n<0 "u(n)
s(n) = = a"u(n
a" dla n=0

postuzymy sie definicjg |5(z) = is(n) z™",

n=—wn

otrzymujac 5(2) = i(afl)”-

n=0

Jest to szereg geometryczny zbiezny do

s(z)= !

1—az™

T

Z warunku zbiezno$ci ¢ =a/z wynika obszar zbieznosci |z| > |a|.
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Szczegdlny przypadek poprzedniego przyktadu ae

Impulse response samples

Szczegblnym przypadkiem sygnatlu

0.9

) 0 dla n<0 "u(n) 08
s(n)= = aun 0.7
a" dla n>0

bl
Y

jest s(n)=0,8" dla n=0,1,2,.....

Amplitude
o o
= o

o
w

Korzystajac z otrzymanego wzoru

! | TTTTTTT??E@oOO;

] 5 10 0 25
1—-az Time index n

<
N

o

o

s(z)=

o

otrzymujemy
1

5(z)= 2208 s 0.8z z obszarem zbieznosci |z > 0,8.

1
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Liniowos¢ z-transformacii

0

Z-transformacja 5@2)= s(mz" jest operacja liniowg, bo dla liniowej

n=-0

kombinacji dwoch sygnatow s(n) = as,(n) +bs,(n) otrzymujemy taka

samg liniowa kombinacje transformat 5(z) = as,(z) + bs,(z)
z obszarem zbiezno$ci z € R, N R, gdzie R, jest obszarem zbieznosci

transformaty pierwszego, a R, drugiego sygnatu.

Dowadd opiera si¢ na podstawieniu kombinacji dwoch sygnatow do wzoru

5(z) = i s(n) z| definiujacego z-transformacje, czyli

n=—o0

5(z)= i(asl(n) + bs, (n)) z"=a isl(n)z_" +b isz (n)z™.

n=-w n=-w n=—w

12
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z-transformata sygnatu przesunietego AGH

Oznaczmy pare sygnal-transformata w nastepujacy sposéb s(n) < 5(z)

wtedy pare sygnat przesunigty i jego z-transformate mozna zapisaé w postaci

s(n—ny) <z "5(z).

Przesunigcie sygnatu w dziedzinie czasu oznacza pomnozenie z-transformaty przez

—n,

z

Dowdd opiera si¢ na podstawieniu sygnatu przesunigtego do wzoru |5(z) = is(n)z-"

definiujacego z-transformacje, czyli n=—o
> s(n=my)z" = 3 s(m)z" " =2 Y s(m)z " =5 ()2
13
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z-transformacja splotu

Zaleznos¢ pomigdzy splotem dwoch sygnatow a jego z-transformata ma postac

s = Y 5,(K)s,(n— k) © 5(2) =5, (25, 2),

Obszar zbieznosci jest cze$cia wspolng obszarow zbieznosci transformat
obu splatanych sygnatow, tzn. z€ R, N R,

Dowdd opiera si¢ na podstawieniu splotu dwoch sygnatéw do wzoru
definiujacego z-transformacje i odpowiednich przeksztatceniach

0

s(z)= i isl(k)s(n—k)z_" = z sl(k)isz(n—k)z_" =

n=-w k=—owo k=—00

= 35, (0)5,(2) = 5, (5, 2).
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Skalowanie w z-dziedzinie o
Jezeli w z-transformacie zmienimy zmienng z na zmienng z/a to w dziedzinie
czasu odpowiada to pomnozeniu sygnatu przez a”, czyli
a"s(n)<5(z/a).
Imz
Stata a moze by¢ dowolng liczba zespolona, tzn. a € C
Rez
Dowdéd 5(z)= Za"s(n)z’" = Zs(n)(z/a)fn. r<lz|<r,
Jezeli obszar zbieznoS$ci z-transformaty sygnatu s(#) jest pierscieniem
n<lz<n,
to obszar zbieznosci z-transformaty w wyniku skalowania ulega zmianie
lalr, <|2| <alr,.
15
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z-transformata sygnatu z odwréconym czasem

Odwrocenie kierunku zmiany czasu odpowiada odwrotno$ci zmiennej z w jego
z-transformacie, tzn.

s(-n)s (Z_l )

Imz

0 0

Dowdd 5(z)= Zw:s(—n)z‘" =Y s(m)z" =Y s(m)(z)™". Re z

n=—ow n=—ow n=—o0o
r<fzl<r,
Jezeli obszar zbieznosci z-transformaty sygnatu s(n) jest pierScieniem
n<le<n,
to obszar zbieznosci z-transformaty w wyniku odwrdcenia czasu jest zdefiniowany
nieréwnosciami

1/r2<|z|<1/r1.
16
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Rézniczkowanie transformaty

Zrozniczkowanie z-transformaty i pomnozenie jej przez —z odpowiada
pomnozeniu probek sygnatu dyskretnego przez wartosci czasu dyskretnego.
Otrzymujemy zatem pare

ds
ns(n) < —z—.
dz

17
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Transformata korelacji sygnatow

Sygnat powstaly jako korelacja dwoch sygnatow posiada z-transformate
bedacy iloczynem transformat obu sygnatow, przy czym argument jedne;j
z nich jest odwrotno$cia zmiennej z, czyli

s =35, (Ks,(k-n) © 5(2)=5,()5E").

Dowadd opiera si¢ na transformacie splotu dwoch sygnatow i transformacie
sygnatu z odwroconym czasem.

18
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Transformacja sygnatu zmodulowanego  A<H
Sygnat zmodulowany amplitudowo jest iloczynem sygnatu niosacego
informacj¢ i sygnatu nosnego. Zaleznosci pomig¢dzy z-transformatami
sygnatow przedstawia nastgpujaca zalezno$¢

_ I -
s(n)=s,(n)s,(n) < 5(2)= —_§Sl V)5, (z/v)v'av.
2 %
Jeden jest sygnatem modulowanym a drugi sygnatem modulujacym.
19
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Zachowanie iloczynu skalarnego

Iloczyn skalarny dwoch sygnatow jest w dziedzinie zmiennej z réwny wazonej
catce okre¢znej z iloczynu dwoch funkcji powstatych z z-transformat sygnatow.
Zaleznosc¢ t¢ prezentuje tzw. rOwnanie Parsevala

S 5, (n)s, (n) =2i7y. fl(z)fz(l/z*)%

n=—0w0

20
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Zwigzek z-transformacji z transformacjg Fouriera Ae#

0

Transformacja ciggla  dyskretna )= Y s(m)

n=-x

Skonczony czas trwania sygnatu

5(f)= Ts(t)ez”ff’dt

N:l kn 2z
R X o S(k) = s(m)w ) _ Iy
S(f) ~ At Zs(n)e 2mj /it (k) ; (n) gdzie w=e
n=-0
g 2z
— K ) ) 2
S(Z) ="M ~ (Aj;) czyli zZ=W k= e N

vt A R
(k) =5(2)

_ _ 2mifAe _ 27
‘z—1®z—e”’ft—e it

L2k I N
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Zwigzek z-transformaty z transformatg Fouriera

s&jﬁ/lz

z- transformacja transformacja Fouriera
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Z-transformacja sygnatu dwuwymiarowego AcH

e} e}
5(z,,z,)= z Zs(m,n)z;'”z;"

m=—00 p=—00

(Z)C,Zy)eC2

Powyzsze sumy sg zbiezne w punkcie (z,,z) jezeli

0

> 3 smn)

m=—00 n=—0

—n

< 00,

,m‘

z,| |z,
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