Macierze i uklady réwnan w pigulce
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Rozwazmy uklad réwnan

$1+3$2+6I3*IL‘4:2
0xq1 + 229 — 323 + 0y = —1
0x1 4+ 0x9 — dx3+0x4 =0
—2.’171 +4.’I}4 = 1/4
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Example 2 A—_5 6 1] B__74 5 2},750
1 -4 0
A_B_{ 9 11 9 ]
[1 -2 3] [0 2 . .
Example 3 A= 5 6 1| B= 4 5 ] ,to czy da sig¢ obliczyt A—

B, A+B? wierszy=2, kolumn=3

Definition 4 2 macierze sq réwne, gdy majq tyle samo wierszy i kolumn oraz
ich elementy sq identyczne.

7 T2 Tx1 + 232
Example 6 i )
2 3 1 1 3
5 —4 8 0| =113
1 2 0 1 1
2 3 1 1 1 ] 3 -1
5 —4 8 0 -1 |{=1]13 9
1 2 0 I "
2 3 1 1 1 17 (3 -1 6
5 —4 8 0 -1 1 |=1]13 9 9
1 2 0 1 0 1] 1 -1 3




Example 7 Czy w ten sam sposéb da sie obliczyt iloczyn macierzy:

1 2 3 1
0 5 —4 8
1 1 2 0

Example 8 Zapiszmy uklad réwnan
21 +5x0 + Tz =1

6x1 + 322 + 4x3 = 2
5x1 + 229 — 3x3 =3

w postaci macierzowej AX=b,

gdzie i
2 5 7 1 1
A - 6 3 4 7){ = T2 7b = 2
5 2 -3 75 3
2 5 7 i X 2x1 + dxo + Txs
AX = 6 3 4 To = 61’1 + 31’2 + 41‘3
5 2 -3 L T3 51’1 + 21’2 - 31’3
AX =b
2x1 + dxo + T3 1
6x1 +3x2 +4x3 | = | 2
5x1 4+ 229 — 323 3
Szukamy X .

0.0.1 Wyznaczniki
Example 9 1) Wyznacznik stopnia 1-go:
det[3] = 3
det[a11] = an
2) Wyznacznik stopnia 2-go:

det ai; a2 .
€ = 11a22 — 21412

| G21 @22
2 3
det_5 8]—2~8—3~5—1

3) Wyznaczniki stopnia 3-go
ail a2 aig
det| ag1 a2 a3 | =
| a31 az2 as3
Reguta Sarrusa: dopisujemy z prawej strony dwie pierwsze kolumny i mnozymy
wzdluz przekatnych wyniki mnozymy przez odpowiedni zanak i dodajemy:

o+ 4+

@11 ai2 ais a1 Q12
a21 Q22 @23 as1 Qa922
azi1 asz ass az1 ass



1 3 2
Example 10 det 0 2 -1 |=
-2 0 1/4
1 3 2 1] 1 3 1
0 2 -1 0 2 = 1%2*%x-+3%(—1)%x(-2)4+2x0%0
2 0 1/4] -2 0 1

1
- [(—2)*2*2—1—0*(—1)*1—1—4*0*3
1
= 3 +64+8=14.5
Definition 11 Minorem M;, macierzy A nazywamy wyznacznik macierzy otrzy-

manej z A przez skreslenie i-tego wiersza i k-tej kolumny

1 3 2
Example 12 A=| 0 2 -1 |, M;; = '
—2 0 1/4

Mggzdet[l 2 :|:—1

2 1]
0 1/4 | 2

0 -1

Definition 13 dopetnieniem algebraicznym elementu a;;, macierzy A nazywamy
liczbe: '
A = (=1)""* My,

Example 14 A3y = (71)3Jr2 M3y =1 (z poprzedniego przyktadu)
Definition 15 Macierz dopetnien algebraicznych
A = [Ay]

Theorem 16 Laplace’a (inaczej rozwiniecie Laplace’a)

Wyznacznik macierzy A réwna si¢ sumie elementdw danego wiersza (kolumny)
pommnozonych przez ich dopetnienia algebraiczne:

detA=a;1 A;1 + ainAio + ... + ainAin (rozwiniecie wzg. i-tego wiersza)

a takze

detA=a1;, A1 + aop Aok + ... + @pnAin (rozwiniecie wzg. k-tej kolumny)

1 3 6 -1
0 2 -3 0 | w3 343 L3 -l
Example 17 det 0 0 -5 10 = 04+0+(=5)(=1)"""det | O 2 0 |+
-2 0 0 4 20 4
1 3 6
10(-1)*"det | 0 2 -3
-2 0 0
1”:2-5(0+2(—1)2+2det[ 12 41]+0)—10(—1)3+3det 3 61— 90—
_ -3
10(—9 —12)



Example 18

3
2 3 -1
det| -1 2 730 = —5(-1)*Pdet| -1 2 0
0 0 =5 0 4 0 4
/4 0 0 4

-1 2
1
5 (—2) 140 = —142,5
-6 0 0 0
0 1 0 O
Example 19 det 002 0|~ (=6)x1%x2x4
1 3 4 10

0.0.2 Uklady liniowe n ré6wnan o n niewiadomych
Wzory Cramera

Rozwazmy uklad réwnan

T, + 3xg + 623 — x4 = 2
0xq + 229 — 323 + 0y = —1
05171 +0$2 — 5$3 +0$4 =0
—2x1 + 0xy + Oz3 +4x4 = 1/4

bylo bardzo podobne powyzej, ze

1 3 6 -1
0 2 -3 0
det A = det 0 0 -5 0 =-20
-2 0 0 4
Wzory Cramera:
- _det31 - _deth oy — det Bs - _detB4
D7 det A7 7 det A% detA 2T detA
2 3 6 -1 [ 1 2 6 -1
-1 2 =3 0 0 -1 -3 0
B = 0 0 -5 o0 "B 0 0o -5 o0
[ 1/4 0 0 4 | | -2 1/4 0 4
1 3 2 -1 1 3 6 2
0 2 -1 0 0 2 -3 -1
Bs = o0 0 o "' =0 0 -5 o
-2 0 1/4 4 | -2 0 0 1/4




det By = —142,5 (bylo)

1 2 -1
det B, = —5(=1)*Pdet| 0 -1 0 |=
-2 1/4 4
k1241 1 -1
5(-1) det{_2 4 ]
= 5(4-2)=10
deth
1 3 6 2
0 2 -3 -1
det By = det 0 0 -5 0 =
-2 0 0 1/4
1 3 2
5(=1)*Pdet | 0 2 -1 | L —5x145
-2 0 1/4
= =725
- —142,5 10 0 =725
T T 0 0T 0 T 0™ T 20
Sprawdzenie:
1 3 6 -1 145 2.0
0 2 -3 0 . -05 | | —-1.0
0 0 -5 0 0 a 0
-2 0 0 4 L2 0.25
0.0.3 Macierz odwrotna
Example 20 Motywacja.
2x1 +5x0 + T3 =1
621 + 3x2 + 423 = 2
5x1 + 229 — 3x3 =3
2 5 7 1 1
A=1[16 3 4 |, X=]| 2o |,b=1] 2
5 2 =3 x3 3
AX =b
1
X = =b
A
X = A"



Definition 21 Macierz transponowang AT macierzy A otrzymujemy z macierzy
A przez zastgpienie kolejnych wierszy kolejnymi kolumnami.

1 2
Example 22 A=| 4 5
7 8

O O W

1 4 7
, AT =12 5 8
3 6 9
Definition 23 Macierz kwadratowg A nazywamy macierzqg nieosobliwg jesli

detA# 0

Theorem 24 A jest macierzq nieosobliwg < A posiada odwrotng tzn. A™1 =
1 a\T
det A (A )

Example 25 A=
krok1:

B~ =
w N
—_—

detA=3—-8=-5#0

krok2:A¢ = [ 3 }

2 1
kroks: (A7) = [ 5’4 _12 }

Ogdlny wzér

1 d —b
A7l =
adbc[ —Cc a ]

Example 26
21’1+5£L’2+7$3:1
6x1 + 322 + 43 =2
5$1—2$2—3$3:3
2 5 7 T 1
A=1]6 3 4  X=] a2 |,b=1| 2
5 =2 =3 T3 3
AX =D
1
X = —=b
A
X = A%
2 5 7
krokl: detA=| 6 3 4 |=-1
5 -2 -3

krok2: budujemy macierz dopelnien



|25 -5 5] 3 %
-2 -3 5 =3 5 =2 1 38 _o7
d 5 7 2 7 2 5
Ad— | _ - =| 1 -—41 29
-2 -3 5 —3 5 —2 1 34—
5 7 127 2 5
3 4 6 4 6 3
krok3
. -1 1 -1
(Ad) = 38 —41 34
=27 29 =24
krok4
1 -1 1
_ A"
A7l = (det)A =] —-38 41 -34
27 —29 24
X = A"
[ 1 -1 1 1
X = —38 41 34 | x| 2
27 29 24 3
P
= —58
L 41 -
Sprawdzenia )
2 5 7 2 1
6 3 4 x| =b8 | =| 2
5 =2 -3 | 41 3
Example 27 Rozwigzat réwnania:_
4 2 -2 0
EEEr i
[ 4 2] -2 0]
1 4_X—élX—{ 1

4 2 2 0
(R L K
0 2 -2 0
ERIEnY
AX=B, mnozymy z lewej przez A~
A7 (AX)=A"'B
(A_lA)X:A_lB
X=A"1'B
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