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Sprzezone oscylatory harmoniczne

Rozwazmy jednowymiarowy ukfad drgajacy:

M+ (Ii + K,lg) 1 — Kigxs = 0

Mio + (k+ K12) 29 — Koz = 0

Odejmujemy réwnania stronami:

K+ 2/"1312
M

2
Rozwigzanie: 1:(t) = 2Af cos (wst + ¢¢) gdzie wy = /li—i-Mmz

Dodajemy réwnania stronami:

M (31—%2)+(5+2k12) (T1—22) =0 = i1+ m =0 gdzie n; = x1—x2

M(# + 32) + k(z1 +22) =0 = o+ ik =0 gdzie 12 =z + 22
Rozwigzanie: 1(t) = 24, cos (wst + ¢5) gdzie ws = %
W zmiennych x7 i xo rozwigzanie przyjmuje postac:
71(t) = Ascos (wst + ¢s) + Af cos (wyt + o)
x2(t) = Agcos (wst + ¢s) — Afcos (wyt + o)
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Sprzezone oscylatory harmoniczne

Ogodlna metoda: szukamy rozwigzah w postaci (41, A2 moga by¢ zespolone):
z1(t) = Ae™t  oraz  wy(t) = Age™?
Wstawiajac te rozwigzania do uktadu réwnan ruchu otrzymujemy:
{(Iﬂ) + k12 — Mw?)A; — k1243 =0
—k12A1 + (K + K12 — Mw?) A5 =0

Nietrywialne rozwigzanie istnieje kiedy wyznacznik uktadu jest réwny zero:

(K + K12 — Mw?)? — k2, =0 /n+2/<a12
Dla w? = w? mamy: n(_i _i)< ) (8) A = A,
-1 -1 0
2 _ 2 :
Dla w® = w} mamy: m( 1_1)< > <0>

Ogodlne rozwigzanie ma postac:

t 1 i 1 —iw 1 W 1 —iw
()6 ()om (1)~ ) )

é‘
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Mody normalne

Zadamy aby potozenia z;(t) oraz xo(t) byty rzeczywiste dla wszystkich ¢:
C,=C3 = %Asews oraz Cy=Cf = -Afe*f’f

W rezultacie otrzymujemy rozwigzania identyczne jak z pierwszej metody:
x1(t) = Agcos (wst + ¢s) + Afcos (wyt + ¢y)
x2(t) = Agcos (wst + ¢s) — Afcos (wet + o)

Mody normalne:

Dla Ay = 0 mamy: x1(t) = x2(t) = A cos (wst + ¢5)

Dla As =0 mamy: () = —z2(t) = Ay cos (wst + ¢y)

0= ® =y

o] oo

Antisymmetrical mode Symmetrical mode
(out of phase) (in phase)

Dowolny ruch uktadu jest kombinacja liniowa modéw normalnych.
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Wspotrzedne normalne

Wspotrzednymi normalnymi w powyzszym problemie sa:
o 11(t) = x1(t) — x2(t) — drgania z czestoscia wy
o 12(t) = x1(t) + x2(t) — drgania z czestoscig w;

W zmiennej 71 ukfad wykonuje drgania z czestodcig wy, natomiast w zmiennej 72
z czestoscia ws.

Przyktad: W pewnym problemie rozwigzanie ma postac:

Wspétrzednymi normalnymi sa:

o 71 = bz + x2 odpowiadajaca modowi normalnemu (3,2)
dragnia z czestoscia wi

® 72 = 2x7 — 322 odpowiadajaca modowi normalnemu (1,-5)
dragnia z czestoscia wo
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Stabe sprzezenie

Niech warunki poczatkowe w naszym problemie majg postac:
21(0) = 42(0) =0 oraz z1(0) =0 i x2(0) = A.

Korzystajac z rozwigzania w postaci:

z1(t) = acoswst + bsinw,t + ccoswyt + dsinwyt

x2(t) = acoswst + bsinwgt — ccoswyst — dsinwyt

otrzymujemy b=d =0 oraz a = —c = A/2, czyli
1 (t) = 0 (coswst — coswyt)

A
xo(t) = 3 (coswst + coswyt)

W przypadku gdy K12 < K, warto$¢ wy jest tylko niewiele wigksza od w;.
Wprowadzamy oznaczenia:

Wi + ws wf —w

Wy = 5 3 S=Q—c¢
wp = wf;ws+wf;wszﬁ+e
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Stabe sprzezenie

Otrzymujemy:
z1(t) = é (cos (2 — €)t — cos (2 + €)t) = Asin Qe sinet
A
xa(t) = 3 (cos (2 — e)t + cos (2 + €)t) = AcosQt cos et

0=10, e=1

x1=A4 sinQ¢sinet

Obserwacje:

o wielkosci Asinet i Acoset zmieniaja sie wolno,

o x1(t) i x2(t) wykonuja drgania sinusoidalne z wolno
zmieniajaca sie amplituda,

o energia jest przekazywana od jednego oscylatora do
drugiego i z powrotem (et = m/2)
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Uktad trzech mas

Réwnania ruchu dla uktadu trzech mas (rysunek):

miy = —kxy — k(1 — x2) kK k  k k
mio = —k(zo —x1) — k(z2 — x3) mom m
mig = —k(l?g — .'172) — kl‘g

Szukamy rozwiazah w postaci z;(t) = A;e™’. Wstawiajac do uktadu mamy:

—w 4 2w3 —w% 0 Ay 0
—wk —w? + 2wk —w3 Ay | =10
0 —wg —w? 42w Az 0

gdzie w? = k/m. Nietrywialne rozwiazania istnieja dla zerowego wyznacznika:

(—w? 4202 (W* — 4B +203) =0 = W =2 i W= (2+V2)uw?

w::t\/2+\/§w0 = | A | x| =v2
1
wz:l:\/2—\/§w0:> A | < | V2

Mody normalne:
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Uktad trzech mas

Mody normalne: A 1
w==+V2wo = [ 4 | x| 0
As -1

Ogdlne rozwiazanie otrzymujemy jako kombinacje liniowa szesciu rozwigzan
odpowiadajacych szesciu wartosciom w:

I 1 ' ' '
2o | =Cr | 0 | eVEoipc, | 0 |em VPl liehoecden
T3 —1 -1 o

medium: (-1,0,1)
Poniewaz potozenia musza by¢ rzeczywiste, wiec:

Z1
z2
z3

1 . E .
KeEeX 117 WoMoX YXl
Am ( 0 )cos(\/iwot-i-gﬁm) ! : A

fast: (1,-42,1)

1
+Af<_\/§>cos(\/2+\f2w0t+¢f) R
1 12989 2,099999

1
+As ( \/§> cos (V2 — V2 wot + bs) slow: (1,12.,1)
1
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Ogdlna teoria matych drgan

Niech S bedzie uktadem zachowawczym o n stopniach swobody i wspdtrzednych
uogélnionyCh q_.: (q17 q2; - CIn)
Punkt ¢ = go = const jest potozeniem réwnowagi ukfadu S jedli spetnia réwnania

Lagrange'a:
d [oT or oV

— (=) -Z==-== j=1,..n
de (5%) Jq; dq; /

n
gdzie T(q,q) = Z tik(q)gjgr oraz V().
k=1
Poniewaz lewa strona j-tego réwnania Lagrange'a jest réwna zero dla ¢ = ¢p:
" (dt; " [ dt T
2 Jjk . Lordi . jk . . q::qoo
Z <_dt qr + Jka) Z <_dqj 459k
k=1 J,k=1
wiec ¢ = ¢p spetnia réwnania Lagrange'a wtedy i tylko wtedy gdy:
ov
— =0 j=1,..,n
8qj
Whiosek: Potozeniami réwnowagi uktadu zachowawczego sa punkty stacjonarne
energii potencjalnej tego uktadu.
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Stabilne potozenie réwnowagi
Punkt gy w przestrzeni konfiguracyjnej odpowiada
punktowi (go,0) w przestrzeni fazowe;. c

. A
Definicja: Potozenie réwnowagi (gp,0) nazywamy
stabilnym jesli promien A dazy do zera gdy ¢ dazy > q
do zera.

Twierdzenie: Minima energii potencjalnej V(q) sa
stabilnymi potozeniami réwnowagi ukfadu S.

Energia potencjalna:
V = (M + m)gb(1 — cosf) + mge(l — cos @)

ov

S = (M +m)gbsinf =0 dla =0, ¢=0

ov
¢
A wiec punkt (0,0) jest stabilnym punktem réwnowagi.

=mgcsinf =0 dla 6=0,¢=0
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Przyblizone formuty dla V' oraz T'

Niech energia potencjalna ukfadu S ma minimum dla ¢ = 0 takie ze V/(0) = 0.

Rozwijajac w szereg wokét minimum dostajemy (dla dwdch stopni swobody):
av v PV ., PV oV
V(Q17Q2)—V(070)+(87(11‘114‘87]2(12)4‘(82 qi +2 6(] o0 q192 + ag%)“‘

Poniewaz V' (0,0) = 0 oraz w minimum 9V/d¢; = 0V/dqa = 0, wiec

a _ 2 § o’V 2
VAPP(q1,q2) = B_q% 00 q1 94104z | .0, q192 + £ 00 42
Dla n stopni swobody:
VPP () = i vikgigk =d - V-q gdzie vjp=uv; = 82—V
k=1 9q10q> =0
Przyblizona postac energii kinetycznej:
T(q,q) = Z tin(O)djgn +... = TP = Z tik(0)dige = 4" - T -4

J,k=1 7,k=1
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Podwdjne wahadfo matematyczne

Przyktad: Przyblizone energie potencjalna i kinetyczna dla wahadta podwdjnego.
Energia potencjalna:

V = (M + m)gb(1 — cos ) + mgc(l — cos ¢)

1 1
Vere = i(M + m)ghd? + §mgc¢>2

(e ) (0

Energia kinetyczna:

T = > M(b6)? + %m ((b9'2 + (cd)? + 2(b6)(cd) cos (6 — ¢))

TapPP _—

N~ N~

. .1 .
(M + m)b26* + mbcho + 5mc2¢>2

o [ (M Am)b? tmbe /4
_ 2 2 :
- (0’¢> < imbe ime? (¢)
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Ogdlna teoria modéw normalnych

Zlinearyzowane réwnania dla matych drgan wokét potozenia réwnowagi

n

oTapp oTapp gy app n
2> tindn,
k=1

Poniewaz: — =0, =2 Vikqr Wiec
dq; Jq; Z J

q; k=1

n

> (e +vpar) =0 & T-§+V-q=0
k=1

Mody normalne
Modami normalnymi nazywamy rozwiazania réwnan ruchu w postaci:
gj =a;cos(wt—7), j=1,..,n & q = dcos (wt —7)
W modzie normalnym wszystkie wspétrzedne zmieniaja sie¢ harmonicznie w czasie
z ta samg czesto$cig w i tg sama faza -y, ale z r6znymi amplitudami.

Wstawiajac mody normalne do réwnan ruchu otrzymujemy réwnania dla amplitud:
n
Z(vjk—thjk) ar, =0, 7=1,...,n & (V—w2T) a=0
k=1

Czestosci w moddéw normalnych nazywamy czestosciami normalnymi.
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Podwdjne wahadfo matematyczne

Przyktad: Znajdz czestosci normalne podwojnego wahadta matematycznego dla:

M = 3m oraz ¢ = b.

Rozwiazujemy ukfad réwnan na mody normalne:

det(V — w?T) =0 - a5

dn? — 4w? —w?
—w n?—w

gdzie n? = g/b. Z wyznacznika otrzymujemy czestosci normalne:

2 2
%, w3 = 2n?

Znajdujemy amplitudy dla kazdego z modéw normalnych:

w? =

Dla w} = 2n?/3 mamy:

4 -2 aq o . _
(—21)<a2>_0 = 2a1=ax=¢€

A wiec: 0 = ecos (\/2/3nt — )
¢ = 2ecos (v/2/3nt —7)
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Podwdjne wahadfo matematyczne

Podobnie dla w3 = 2n? otrzymujemy:
0 = ecos (vV2nt —~)
¢ = —2ecos (V2nt — )

gdzie w obu przypadkach statfe € i v wyznaczamy z warunkéw poczatkowych.
Zachowanie uktadu dla obu modéw normalnych przedstawia rysunek:

O

Ogodlne rozwiazanie problemu matych drgan podwdjnego wahadta ma postaé:

0 = €1 cos (v/2/3nt — 1) + €2 cos (V2nt — 72)
¢ = 2€1 cos (1/2/3nt — 1) — 2ea cos (V2nt — v3)
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Istnienie czestosci normalnych i modéw normalnych

Twierdzenie: Jesli macierze K i L s3 rzeczywiste i symetryczne, a macierz L jest
dodatnio okreslona to wszystkie uogdlnione wartosci wtasne w problemie wtasnym
K -7 = AL - & sg rzeczywiste. Jesli macierz K jest dodatkowo dodatnio okreslona
to warto$ci witasne s3 takze dodatnie.

Poniewaz macierze energii kinetycznej T i energii potencjalnej V sg symetryczne

i dodatnio okreslone, wiec jesli wymiar macierzy jest n X n to w problemie modéw
normalnych istnieje n wartoéci w? (uogélnionych wartoéci wtasnych), niekoniecznie
réznych (w szczegdlnosci jesli uktad posiada jakas symetrie).

Jedli wszystkie wartoéci w? sa rézne to réwnania na amplitudy a:
(V-uw?T)-d=0

maja n réznych rozwigzan, a wiec dla kazdej czestosci normalnej istnieje tylko
jeden mod normalny.
Jedli ktéraé z wartoéci w? powtarza sie k razy, to istnieje do niej & liniowo

niezaleznych wektoréw a, a wiec £k modéw. Méwimy, ze ta czestos¢ jest
zdegenerowana.

Whiosek: Catkowita liczba modéw jest zawsze réwna liczbie stopni swobody n
uktadu.
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Ortogonalno$¢ modéw normalnych

Twierdzenie: Niech K i L beda symetrycznymi macierzami n X n oraz niech 7 i
Zo beda uogdlnionymi wektorami wiasnymi do réznych wartosci wtasnych.
Woéwczas wektory 7 i Zo s3 wzajemnie ortogonalne wzgledem macierzy L, tzn.
L7 =0.
Poniewaz macierze T i V s3g rzeczywiste i symetryczne, oznacza to, ze jesli dj i ds
s wektorami aplitud modéw normalnych do réznych czestosci normalnych to
zachodzi:

al - L-dy=0
W przypadku zdegenerowanych czestosci wtasnych zawsze mozna wybraé wektory
amplitud tak aby byty ortogonalne.

Whiosek: Wektory amplitud dy, da, ..., @, modéw normalnych spetniaja (lub mozna
sprawi¢ aby spetniaty) relacje ortogonalnosci:

i L-d=0, da j#k

Ogodlne rozwiagzanie problemu matych drgan przyjmuje posta¢ kombinacji liniowej
moddéw normalnych:

q(t) = Cidy cos (wit — 1) + Cads cos (wat — ¥2) + ... + Cpdy, cos (wnt — vp)

gdzie state C; oraz fazy v; nalezy wyznaczy¢ z warunkéw poczatkowych.
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Wspotrzedne normalne

Definicja: Wspétrzednymi normalnymi nazywamy zbiér wspétrzednych uogdlnionych
w ktérych macierze T i 'V s3 diagonalne.
Rozwazmy zmiane zmiennych ¢ = P - 77 gdzie P jest dowolna macierza nieosobliwa:
T = ¢ T-G= (P’ -T-(P-i) =i - (PT-T-P).jf
Ve = g7 T g = (P )T V(P =i (BT P)

Macierz P = (dy | @z | ... | d,) przy zatozeniu, ze d; s3 ortnormalne, tzn.
0 j#k
d']T ST @, = J #
1 5=k
diagonalizuje jednoczes$nie macierze T i V:
ay
3
TP T-P=| " | -T-(a|da]..|d,) =1
T
a
Poniewaz: "
_, L . q - i - 0 Jj#k
a;‘rVak :af(Vak) :af(w%Tak):w,%(a;‘FTak) = {w2 ]_k
J
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Wspotrzedne normalne

Dla macierzy V otrzymujemy: w? 0 ... 0

P V.P=Q’=

A wiec wspdtrzedne normalne maja postaé:
7=P.g=®"T).¢ = mn=(@ T)¢ (1<j<n)
Réwnania matych drgan we wspétrzednych normalnych przyjmuja postac:
T+Q2.7=0 & ij+win=0 (1<j<n)

Przyktad: Podwdéjne wahadto, cd.

1
Wezesniej znalezligmy: T = Smb” (‘f 1) . d= (1> L d— < L

Wspétrzedne normalne:

m = (1, 2). (‘1L 1) : (Z) — 60+ 3¢

- () (1)

M. Przybycien (WFilS AGH) Metody Lagrange’a i Hamiltona ... Wyktad 10 19 /19




