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Transformacje kanoniczne

Rozwiagzywanie probleméw za pomoca transformacji kanonicznych:

o transformacja do zmiennych kanonicznych, ktére wszystkie sa cykliczne
(mozliwe jesli Hamiltonian jest zachowany),

o transformacja od zmiennych (g, p) w chwili ¢ do nowych zmiennych ktére s3
wielkosciami statymi (np. 2n warto$ci poczatkowych (qo,po) W to):

Rozwigzaniem problemu sg wéwczas réwnania transformacji:
q = q(q0, po, 1), p = p(q0,Po, )

Dalsza dyskusja dotyczy drugiej metody (Hamitonian moze zaleze¢ od czasu).

Aby nowe zmienne byty niezalezne o czasu wystarczy aby nowy hamiltonian H byt
tozsamosciowo réwny zero, wtedy:

oH . oo .
= : =V, —_—— = Pz =
op, ~ 97" 9Q, !
. - = = oL OF
co zachodzi gdy: H(Q, P,t) = H(q,p,t) + 5 = 0
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Réwnanie Hamiltona-Jacobiego

Woybierajac funkcje generujaca Fa(q, ﬁ, t) oraz korzystajac z réwnan transformacji

otrzymujemy réwnanie Hamiltona-Jacobiego:

0F, 0F, 0Fy
H ey Q) ey ——5 —_—

" 0F,
pz—a

K2

=0

Rozwigzanie ma posta¢ Fo =5 = S(q1, ..., Gn; 01, ..., Qp; L), przy czym state
catkowania wybieramy jako nowe pedy a; = P;.

Réwnania transformacji przyjmuja postacé:
_95(g,a,t) 95(q, o, t)
f 0q; Oay

Réwnania te pozwalaja wyznaczyé 2n statych catkowania, na podstawie
znajomosci (g, p) w chwili poczatkowej t.

Qi=pi=

Odwracajac drugie z powyzszych réwnan, a nastepnie korzystajac z pierwszego,
otrzymujemy rozwiazanie problemu w postaci:

QJZQJ(aaB7t) pi:pi(a7ﬁat)
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Zastosowanie metody Hamiltona-Jacobiego

Przyktad: Prosty oscylator harmoniczny.

k
— (P +mPw?¢?) = B, gdzie w=1/—
m m

Réwnanie Hamilton-Jacobiego przyjmuje postac:

1 {705\ 5 5,
L@ o

Kiedy Hamiltonian nie zalezy od czasu funkcje S mozna wybra¢ w postaci
S(gq,a,t) = W(q,a) — at co prowadzi do réwnania:

1 foWw\> L L,
() ]

Catkujac réwnanie Hamiltona-Jacobiego otrzymujemy:

2,2
W:v2maquwl—qu
2c
a wiec 55
SzV?majdq\/l—qu —at
2c0

Hamiltonian:

08

0
T

M. Przybycien (WFilS AGH) Metody Lagrange’a i Hamiltona ... Wyktad 11



Prosty oscylator harmoniczny

Znajdujemy rozwiazanie dla ¢(t):

oS fm dg
/
= — = _— _ — ¢
ﬂ da 2« j /1 _ mw?q?
2a
1 2
Catkujemy: t+ 3 = —arcsing e
w 2a

2
Odwracamy: ¢ =4/ a2 sin (wt 4+ ()
mw

Zalezno$¢ pedu od czasu otrzymujemy z réwnania transformacji:
0S5 0w
Y= 9" 0 T

po podstawieniu wczesniej wyznaczonego q:

p = V2ma cos (wt + B)

State catkowania wyznaczamy z warunkéw poczatkowych:

2ma — m2w2q?

2ma = pj + mPw?qg, tg B = mw &
Po
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Zastosowanie metody Hamiltona-Jacobiego

Nowe zmienne kanoniczne « oraz (3 to odpowiednio catkowita energia i faza.
Wstawiajac ¢(t) do funkcji S otrzymujemy:
1
S = 2ozjcos2 (wt+ p)dt — at = ZQJ (cos2 (wt+ ) — 5) dt

Lagranzjan przyjmuje postaé:

_ 1 2 2 2\ _ 2 1
L—2m(p m-wq°) = 2a | cos” (wt + ) 5

Uwaga: Ogdlnie prawdziwa jest relacja S = det

Przyktad: Dwuwymiarowy (anizotropowy) oscylator harmoniczny.

Hamiltonian (réwny catkowitej energii):

_ I o, 9 2 2 2 2 2 2 . k k
H:E:%(pm+py+mwxm +miwiy?), gdzie w, = Ex’ Wy = Ey

Poniewaz wspétrzedne i pedy separuja sie, wiec funkcja S moze by¢ zapisana jako
suma dwdch funkgji charakterystycznych:

S(x,y, o, oy, t) = Wz, ap) + Wy(y, ay) — at
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Dwuwymiarowy oscylator harmoniczny

Réwnanie Hamiltona-Jacobiego przyjmuje postac:

1 [ ow\® oW \?
o [<%> +m2wfca:2+ <a—y) +m2w2y21 =

Poniewaz zmienne separuja sie, wiec kazda z czesci musi by¢ réwna statej:

i 8_W 2+1mw22—a
2m \ Oy oMWy = Ay

2m \ Ox A

gdzie a, + oy = .

Rozwiazania przyjmuja postac:

20,
T = 3 sin (wyt + Bz), Dz = V2may cos (wyt + OB)
20, .
y = mwy2 sin (wyt + By), Py = +/2may, cos (wyt + Gy)
Yy
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Dwuwymiarowy oscylator harmoniczny

Przyktad: Dwuwymiarowy (izotropowy) oscylator harmoniczny.
Hamiltonian (réwny catkowitej energii) w zmiennych polarnych ma postaé:
1 P2 oL oL
H=E=_—— 2 o 2 2.2 = — = .
o (pr+7,2+mw7“ N e PR 5%
i nie zalezy od ziennej 6. Funkcje S zapisujemy w postaci:
S(r, 0, a, ) = Wi(r,a) + Wy(0, ) — at = W,.(r, ) + Oag — ot

Uwaga: Dla wspdtrzednych cyklicznych funkcja charakterystyczna ma zawsze
postat: W,, = ¢;q;.

= mr20

. . oW,
Ped sprzezony ze wspétrzedna cykliczng ma statg wartos¢: py = 8_00 =y
Réwnanie H-J przyjmuje wiec postacé:
1 aW 2 PRI S
— —mwr® =«
2mr2 = 2
Rozwiazania:
r= \/Sln wt + sin? (wt + ), Pr = mr-
sin wt .
0= _— = mr20
arctg [Sm (wt—i—ﬂ)} po = mr
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Réwnania H-J dla funkcji charakterystycznych

W przypadku gdy Hamiltonian nie zalezy od czasu zawsze istnieje mozliwos¢
separacji funkgji

S (¢, a,t) = H(q,a) — at
Prowadzi to do réwnania Hamiltona-Jacobiego, ktére nie zawiera zmiennej t:
ow
Hlq¢,— )=«
(qza aq1> 1
Uwaga: Zwykle H jest energia catkowita, ale nie zawsze tak musi by¢.

Funkcja charakterystyczna W generuje transformacje kanoniczne rézne od tych
generowanych przez S:

ow ow oW
p=S Q== o
qu 8PZ 80[1-
W szczegblnosci poniewaz W nie zalezy od czasu, wiec:

ow
H(qi, P;) = H(qi,pi) + = H(qi,pi) = 1

Whiosek: Funkcja charakterystyczna W generuje transformacje kanonicznga,
w ktérej wszystkie nowe wspotrzedne sa cykliczne.
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Réwnania H-J dla funkcji charakterystycznych

W szczegdlnosci mamy:

. oH

P; 90, 0 = a

: H ow

Qz‘za =1, i=1 = Qr=t+0=-—
da; Oaq

QiZaHZ(), i1 = QizﬁiEa—W
Oay; Oay

Réwnania te wraz réwnaniami transformacji pozwalajg na wyznaczenie
pozostatych (n — 1) statych oy, i =2,..,n oraz statych 3; i powiazaniu
ich z wartosciami poczatkowymi zmiennych g;, p; w chwili ¢g.
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Réwnanie Hamiltona-Jacobiego - podsumowanie metody

Dwie metody rozwigzania w zaleznosci od postaci Hamiltonianu:

Posta¢ Hamiltonianu:
dowolna funkcja H(q,p,t)

zachowany H(q,p) = const
Szukamy transformacji kanonicznych takich, ze:
wszystkie @; i P; sg statymi ruchu

tylko pedy P; sa state
W tym celu zadamy aby:
H=0

h= H(Pl) =
Réwnania ruchu przyjmuja postaé:
. 0H . OH
Ql*aPZ*O Qi*apifvl
: OH oH
P=— =0 P =— =0
0Q; 0Q;
Rozwigzania réwnan ruchu:
Qi =B Qi = vit + 53
P =1, P =i

Funkcja generujaca transfromacje:
S(gq, P,t)
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Réwnania Hamilton-Jacobiego - podsumowanie metody

Postaé réwnania Hamilton-Jacobiego:

oS S ow
H\|q — — =0 H{qg—)—a1=0
(qaq >+3t (q 3q> o
Petne rozwigzanie réwnania Hamilton-Jacobiego zawiera:
n statych catkownia oy oraz (n — 1) statych o
Nowe state pedy P; mozna wybraé jako n niezaleznych funkgji statych ay:
P =7i(a1, ..., ay) P =7i(a1, ..., ay)
W szczegdlnosci funkcje v; moga by¢ réwne statym «;, wtedy:
08 oW
bi = 9q; bi = 9q;

sg spetnione automatycznie poniewaz byty wykorzystane przy konstrukcji
rownan Hamitona-Jacobiego. Natomiast z réwnan:

oS ow
Qi=— =0 Qi = e = vi ()t + B

07

znajdujemy ¢;(t, B;, i), gdzie state 3; i ; wyznaczamy z warunkéw poczatkowych

Uwaga: Jesli Hamiltonian nie zalezy od czasu, to wtedy mozna skorzystaé z kazde;j
z powyzszych metod, a funkcje generujace s3 zwigzane zaleznoscia:

S(g, Pit) = W(g, P) — axt
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